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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ
Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ, äèíàìi÷-

íèõ òà ñòðóêòóðíèõ îñîáëèâîñòåé ñêëàäíèõ ñèñòåì ïîêàçóþòü, ùî áàãà-
òüîì ïðèðîäíèì ÿâèùàì ïðèòàìàííà ïîâiëüíà íåäåáà¨âñüêà ðåëàêñàöiÿ òà
àíîìàëüíi äèôóçiéíi âëàñòèâîñòi. Òåîðåòè÷íî òà åêñïåðèìåíòàëüíî äîâå-
äåíî, ùî ðåæèìè, ÿêi ïðîÿâëÿþòü çàçíà÷åíó ïîâåäiíêó, ãðàþòü êëþ÷îâó
ðîëü ó ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñàõ, ÿêi ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó òàêèõ ìàòåðiàëàõ,
ÿê ñêëî, ðiäêi êðèñòàëè, êîëî¨äíi ðîç÷èíè, ïîëiìåðè, ïðîòå¨íè i, íàâiòü, ó
öiëèõ áiîëîãi÷íèõ îðãàíiçìàõ òà åêîñèñòåìàõ. ×åðåç çíà÷íå ðîçïîâñþäæå-
ííÿ ñèñòåì iç àíîìàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ ¹ ðîç-
âèíåííÿ ìåòîäiâ ¨õ îïèñó òà àíàëiçó. ×èñëåííi ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî
îñîáëèâî åôåêòèâíèì äëÿ öèõ öiëåé ¹ ôîðìàëiçì íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âè-
ïàäêîâèõ áëóêàíü (continuous time random walks). Îñíîâîþ öüîãî ïiäõîäó
¹ iäåÿ ïðî òå, ùî ðîçãëÿäóâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ
ïåâíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü çà ÷àñ ìiæ äâîìà
ïîñëiäîâíèìè ïåðåõîäàìè ñèñòåìè iç îäíîãî ñòàíó â iíøèé òà âåëè÷èíîþ
(ìiðîþ) äàíîãî ïåðåõîäó. Ïðîñòîòà öi¹¨ iäå¨ ðàçîì iç ïîòóæíiñòþ òà ãíó÷-
êiñòþ ó çàñòîñóâàííi äà¹ ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî îïèñóâàòè ïðîöåñè, ÿêi
íà çíà÷íèõ ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ ìàþòü íåãàóññîâó ñòàòèñòèêó.

Íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíi àíîìàëüíi äèôóçiéíi ÿâèùà õàðàêòåðèçóþòü-
ñÿ íåëiíiéíèì ó ÷àñi ñòåïåíåâèì ðîñòîì äèñïåðñi¨ ïðîöåñó. Îäíàê äèñïåð-
ñiÿ ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ, i òîäi äîöiëüíî ãîâîðèòè íå ïðî äèôóçié-
íi ïðîöåñè, à ïðî ïðîöåñè ïåðåíîñó (òðàíñïîðòíi ïðîöåñè). Íàïðèêëàä,
öå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó âèïàäêó ïîëüîòiâ Ëåâi (L�evy �ights), äëÿ ÿêèõ äèñ-
ïåðñiÿ êîæíîãî ñòðèáêà ÷àñòèíêè, à òîìó i ¨¨ ðåçóëüòóþ÷îãî ïîëîæåí-
íÿ, ¹ íåñêií÷åííîþ. Âñòàíîâëåíî, ùî ïîëüîòè Ëåâi îïèñóþòü òàêi ÿâèùà,
ÿê iíäóêîâàíi ñïàëàõàìè ñâiòëà ÷è iìïóëüñàìè íàïðóãè òðàíçèòíi òîêè
â àìîðôíèõ ñåðåäîâèùàõ, ðîçïîâñþäæåííÿ ôîòîíiâ â àòìîñôåði òà ñêëi
Ëåâi, ìiãðàöiþ òâàðèí, ðóõ áàêòåðié, îáìií ðå÷îâèí âñåðåäèíi æèâèõ êëi-
òèí, ñåéñìi÷íó àêòèâíiñòü, à òàêîæ ìîäåëþþòü iíøi ÿâèùà ôiçè÷íî¨, áiî-
ëîãi÷íî¨ òà ôiíàíñîâî¨ ïðèðîäè. Âîäíî÷àñ àíîìàëüíi íåäåáà¹âñüêi ðåëàê-
ñàöiéíi çàëåæíîñòi â òiëàõ çi ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ ÷àñòî âèðàæåíi áiëüø
ïîâiëüíèì, íiæ åêñïîíåíöiàëüíèì, çàêîíîì Êîëüðàóøà-Óiëüÿìñà-Óîòòñà
(óïîâiëüíåíîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ), à ó äåÿêèõ âèïàäêàõ âçàãàëi
ñòåïåíåâèì ñïàäàííÿì ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨. Òàê, íåäåáà¹âñüêi ðåæèìè
ðåëàêñàöi¨ ñïîñòåðiãàþòüñÿ â íåâïîðÿäêîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ, äiåëåêòðè-
êàõ, êîëî¨äíèõ ñèñòåìàõ, àìîðôíèõ òiëàõ, ïîëiàíiëiíîâèõ ïëiâêàõ, íàä-
îõîëîäæåíèõ ðiäèíàõ, áiëêîâèõ àìiíîêèñëîòàõ òîùî.

Iñíó¹ êëàñ íàäïîâiëüíèõ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ, äëÿ ÿêèõ åâîëþöiÿ ñè-
ñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ íàâiòü ïîâiëüíiøå, íiæ ñòåïåíåâèì ÷èíîì. Íàé÷àñòiøå
ìàñøòàáíi âëàñòèâîñòi òàêèõ ïðîöåñiâ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ëîãàðèôìi÷íèì
çðîñòàííÿì äèñïåðñi¨ (ÿêùî âîíà iñíó¹) òà îáåðíåíèì ëîãàðèôìi÷íèì ñïà-
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äàííÿì ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨. Ïðîòå íàäïîâiëüíi ïðîöåñè íå îáìåæóþòü-
ñÿ ëèøå ïîäiáíîþ ïîâåäiíêîþ. Çîêðåìà, â ðàìêàõ ïiäõîäó íåïåðåðâíèõ ó
÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îïèñàíî ìîäåëü íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨, ÿêà óçà-
ãàëüíþ¹ âiäîìi äî öüîãî ÷àñó çàêîíè äèôóçi¨ òàêîãî òèïó. Àêòóàëüíèì
çàâäàííÿì ¹ ïîáóäîâà òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé òà ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòî-
äiâ âèâ÷åííÿ íàäïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ÷èÿ
ïîâåäiíêà âèõîäèòü çà ðàìêè äèôóçiéíî¨ (íàâiòü àíîìàëüíîãî òèïó) òà
òèïîâî¨ ðåëàêñàöiéíî¨. Òàêi äîñëiäæåííÿ ðîçøèðþþòü âiäîìi çíàííÿ ïðî
êëàñ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ òà â ïîäàëüøîìó ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ
àíàëiçó ôiçè÷íèõ ñèñòåì ç âiäïîâiäíîþ ïîâåäiíêîþ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.
Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði åëåêòðîíiêè, çàãàëüíî¨ òà ïðè-
êëàäíî¨ ôiçèêè Ñóìñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè
îòðèìàíî ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò:
�Âèìóøåíà òà ñïîíòàííà ìàãíiòíà äèíàìiêà ñèñòåì îäíîîñíèõ íàíî÷àñòè-
íîê�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 010U001379, 2011 ð.); �Àíîìàëüíi äèôóçiéíi
òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ áëóêàíü ç íåïåðåðâ-
íèì ÷àñîì�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0112U001383, 2012 � 2014 ðð.); �Ìàã-
íiòíi, òåïëîâi òà òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi ïåðiîäè÷íî çáóäæåíèõ ñèñòåì
ôåðîìàãíiòíèõ íàíî÷àñòèíîê�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0116U002622, 2016
� 2018 ðð.); �Ñïðÿìîâàíèé òðàíñïîðò òà äèñèïàöiÿ åíåðãi¨ â ñèñòåìàõ ôå-
ðîìàãíiòíèõ íàíî÷àñòèíîê i ìàãíiòíèõ ñêiðìiîíiâ�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ
(� 0119U100772, 2019 ð.).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïî-
ñëiäîâíå òåîðåòè÷íå äîñëiäæåííÿ åâîëþöi¨ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà
àíîìàëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ çà äîïîìîãîþ
ìåòîäó íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè íåîáõiäíî âèðiøèòè òàêi çàâäàííÿ:
• óçàãàëüíèòè ìåòîä íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà âè-

ïàäîê âàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ ïðîöåñó òà íàäâàæêèõ
õâîñòiâ ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè;
• çíàéòè âñi ìîæëèâi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi òà âiäïîâiäíi ¨ì

ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ ÷àñó, ùî âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íàä-
ïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi;
• ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà ìàñøòàáó-

þ÷èõ ôóíêöié â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ
òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè;
• çíàéòè àëüòåðíàòèâíi ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi,

ç ¨õ äîïîìîãîþ äåòàëüíî ïðîàíàëiçóâàòè âëàñòèâîñòi öèõ ãóñòèí, òà ïî-
ðiâíÿòè àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè ç ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ;
• â ðàìêàõ ìîäåëi íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îòðèìàòè

ðiâíÿííÿ ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ ¹
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íåçàëåæíèìè i åâîëþöiîíóþòü ó âiäïîâiäíîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì;
• âèçíà÷èòè âñi ìîæëèâi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ

ñèñòåìàõ äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ðîçïîäiëè ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ äèõîòîìi÷íîãî
ïðîöåñó ó äâîõ ñâî¨õ ñòàíàõ ìàþòü âàæêi òà/àáî íàäâàæêi õâîñòè;
• çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ òà ïîðiâíÿòè ¨õ, à

òàêîæ àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨, ç îòðèìàíèìè øëÿõîì ÷èñåëüíîãî
ìîäåëþâàííÿ ðåçóëüòàòàìè.

Îá'¹êò äîñëiäæåíü. Ïðîöåñè åâîëþöi¨ â íåðiâíîâàæíèõ ñèñòåìàõ, ïàðà-
ìåòðè ñòàíó ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ïîâiëüíèìè òà íàäïîâiëüíèìè âèïàäêîâèìè
áëóêàííÿìè ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì.

Ïðåäìåò äîñëiäæåíü. Òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi ñòîõà-
ñòè÷íèõ ñèñòåì iç àíîìàëüíî ïîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ.

Ìåòîäè äîñëiäæåíü. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ
àíîìàëüíî ïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi
ìåòîäiâ ñòàòèñòè÷íî¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì,
ìåòîäiâ ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Çîêðåìà, ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äëÿ íàä-
ïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi çíàõîäèëàñÿ iç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ íåïåðåðâ-
íèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ðiâíÿííÿ
Ëàíæåâåíà. Âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè òà ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ çíà-
õîäèëèñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäõîäiâ, ùî áàçóþòüñÿ íà ìåòîäàõ iíòåãðàëüíèõ
ïåðåòâîðåíü, àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó òà òàóáåðîâî¨ òåîði¨. Äëÿ âèâ÷åííÿ
âëàñòèâîñòåé îòðèìàíèõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ âèêîðèñòîâóâàëèñÿ çíàííÿ
iç òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié òà òåîði¨ ôóíêöié êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïðè
îòðèìàííi ðåëàêñàöiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì âèêîðèñòîâóâà-
ëèñÿ ïiäõîäè òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, òåîði¨ éìîâið-
íîñòåé òà îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Äîñëiäæåííÿ ðîç'ÿçêiâ ðåëàêñàöiéíîãî
ðiâíÿííÿ ïðîâîäèëîñÿ, âèõîäÿ÷è iç ìåòîäiâ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó, òàó-
áåðîâî¨ òåîði¨, à òàêîæ êîìïëåêñíîãî iíòåãðóâàííÿ. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ
çäiéñíþâàëîñÿ íà îñíîâi ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî iç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ
ãåíåðóâàííÿ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç çàäàíèìè ðîçïîäiëàìè, à ÷èñåëüíèé
ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü áàçóâàâñÿ íà ìåòîäi êâàäðàòóð.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ:
• Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî òåîðiþ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî áà-

çó¹òüñÿ íà íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàííÿõ, äëÿ ÿêèõ ðîçïîäi-
ëè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàä-
âàæêèìè õâîñòàìè, à ðîçïîäiëè äîâæèí ñòðèáêiâ � âàæêèìè õâîñòàìè.
• Âïåðøå çíàéäåíî âñi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi äëÿ íàäïîâiëü-

íèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà ïðîâåäåíî ¨õ ïîâíó êëàñèôiêàöiþ â çàëåæíîñòi âiä
ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè.
• Âèçíà÷åíî ðiçíi ôîðìè ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi

äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî âèêîðèñòîâóþòü iíòåãðàëüíi ïåðåòâî-
ðåííÿ, H-ôóíêöi¨ Ôîêñà òà øâèäêî çáiæíi ñòåïåíåâi ðÿäè, çà äîïîìîãîþ
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ÿêèõ âïåðøå ïðîâåäåíî äåòàëüíèé àíàëiç ïîâåäiíêè öèõ ãóñòèí, à â îêðå-
ìèõ âèïàäêàõ çíàéäåíî ¨õ ÿâíi âèðàçè â òåðìiíàõ ïðîñòèõ ñïåöiàëüíèõ
ôóíêöié.
• Â ðàìêàõ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü âïåðøå ïîáó-

äîâàíî ìîäåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ñòðóêòóð-
íi åëåìåíòè ÿêèõ íåçàëåæíi i çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöå-
ñîì, ðîçïîäiëè ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ÿêîãî ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòà-
íàõ õàðàêòåðèçóþòüñÿ âàæêèìè òà/àáî íàäâàæêèìè õâîñòàìè.
• Âïåðøå çíàéäåíî âñi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâíå-

âèõ ñèñòåì ç âàæêèìè òà/àáî íàäâàæêèìè õâîñòàìè çàçíà÷åíèõ ðîçïî-
äiëiâ, ïðîâåäåíî ¨õ êëàñèôiêàöiþ, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ îòðèìàíî òî÷íi
çàêîíè ðåëàêñàöi¨.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îäåðæàíi ó äèñåð-
òàöi¨ ðåçóëüòàòè ïîãëèáëþþòü ôóíäàìåíòàëüíi óÿâëåííÿ ïðî ñòàòèñòè÷íi
âëàñòèâîñòi ñèñòåì iç àíîìàëüíî ïîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ òà ðîçâèâàþòü ìå-
òîäè ¨õ îïèñó. Çîêðåìà, â ðîáîòi äîñëiäæåíî òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi íàä-
ïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, äëÿ ÿêèõ ¹ õàðàêòåðíèìè äîâãi ñòðèáêîïîäiáíi
ïåðåõîäè ìiæ ñòàíàìè, à ¨õ åâîëþöiÿ � íàáàãàòî ïîâiëüíiøà çà ñòåïåíåâó.
Êðiì òîãî, äåòàëüíî ðîçãëÿíóòî ïåðåáiã ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâ-
íåâèõ ñèñòåìàõ, ùî çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì. Òàêi
äâîðiâíåâi ñèñòåìè àïðîêñèìóþòü âåëèêó êiëüêiñòü áiëüø ñêëàäíèõ ñè-
ñòåì i îñîáëèâî çðó÷íi äëÿ ¨õ àíàëiçó ó ðàçi ïîâiëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ òà íàä-
ïîâiëüíîþ ïîâåäiíêè ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ. ßê íàñëiäîê, êîëî äîñëiä-
æåíèõ àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ðîçøèðåíî
äî êëàñó òèõ, ùî ïðîÿâëÿþòü íàäïîâiëüíó åâîëþöiþ.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ìîäåëþâàííi òà ïðî-
ãíîçóâàííi ïîâåäiíêè øèðîêîãî êîëà ñèñòåì, â òîìó ÷èñëi ìàãíiòíèõ, iç
àíîìàëüíîþ åâîëþöi¹þ, à òàêîæ ïðè îáðîáöi âiäïîâiäíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ií-
ôîðìàöi¨. Â îêðåìèõ âèïàäêàõ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îïèñóþòü çàëåæíî-
ñòi, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ äëÿ àíîìàëüíî ïîâiëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöå-
ñiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç óùiëüíåííÿì ãðàíóëüîâàíèõ ìàòåðiàëiâ òà àäñîðáöi¹þ-
äåñîðáöi¹þ ðå÷îâèí ïîâåðõíÿìè ñóáñòðàòiâ. Äî òîãî æ îòðèìàíi ðåçóëüòà-
òè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi îñîáëèâîñòåé ðóõó âàêàíñié
ó íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ, çàõîïëåííi îá'¹êòiâ äèñëîêàöiÿìè i ò.ä.

Îñîáèñòèé âíåñîê äèñåðòàíòà ïîëÿãà¹ ó ïîøóêó òà àíàëiçi ëiòå-
ðàòóðíèõ äæåðåë, à òàêîæ ïðîâåäåííi íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ çà òåìîþ
äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ áàçóþòüñÿ íà äîñëiäæåííÿõ, çäiéñíåíèõ
ÿê ó ñïiâïðàöi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì � ä-ð. ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðîì
Ñ. I. Äåíèñîâèì, òàê i îñîáèñòî àâòîðîì. Ïîñòàíîâêà ìåòè äèñåðòàöié-
íî¨ ðîáîòè, íàóêîâèõ çàâäàíü, ìåòîäiâ ¨õ âèðiøåííÿ òà àíàëiçó, à òàêîæ
îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðîâîäèëàñÿ ðàçîì iç íàóêîâèì êå-
ðiâíèêîì. Çäîáóâà÷ áðàâ ó÷àñòü íà âñiõ åòàïàõ íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ: ó
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ïðîâåäåííi àíàëiòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ òà ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ, àíàëiçi
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îôîðìëåííi òà ïóáëiêàöi¨ íàóêîâèõ ïðàöü.

Ó ðîáîòi [1] àâòîð ïðèéìàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó çíàõîäæåííi ãðàíè÷-
íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ ñèìåòðè÷íèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà
¨õ ïðåäñòàâëåííi ó âèãëÿäi ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

Ó ðîáîòi [2] àâòîð áðàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó òà ÷èñëîâîìó çíàõîä-
æåííi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ íåñèìå-
òðè÷íèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, àíàëiçi ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíî-
ñòi òà îòðèìàííi ¨õ àëüòåðíàòèâíèõ ïðåäñòàâëåíü.

Ó ðîáîòàõ [3, 6], âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäåëü íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêî-
âèõ áëóêàíü ç íàäâàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ïðîöåñó
ìiæ ñòðèáêàìè, àâòîðîì çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì òà ïðîâåäåíî äåòàëüíå
÷èñëîâå äîñëiäæåííÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà íàäïîâiëüíèõ äèôó-
çiéíèõ ïðîöåñiâ.

Ó ðîáîòi [4] àâòîð áðàâ ó÷àñòü ó âèâåäåííi ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ
äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè, àíàëiòè÷íîìó îòðèìàííi àñèìïòî-
òè÷íèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ àíîìàëüíèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ òà ó ÷èñëîâîìó
äîñëiäæåííi ðîçãëÿäóâàíèõ ïðîöåñiâ.

Ó ðîáîòi [5] àâòîðîì äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ
íåñèìåòðè÷íî¨ ìîäåëi äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè, à òàêîæ éîãî àñèìïòîòè÷íi
ðîçâ'ÿçêè ó ðàçi ïîâiëüíî¨ òà íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨. Êðiì òîãî, ïðîâå-
äåíî ÷èñëîâèé ðîç'ÿçîê iíòåãðàëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ðiâíÿíü òà ÷èñëîâå
ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó.

Ó ðîáîòàõ [15,16] àâòîð ïðèéìàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó òà ÷èñëîâîìó
çíàõîäæåííi òî÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ ñòðèáêîïîäiáíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöå-
ñiâ, ùî ìîäåëþþòüñÿ ðiâíÿííÿì Ëàíæåâåíà ç áiëèì øóìîì Ïóàññîíà.

Îñíîâíà ÷àñòèíà íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ îñîáèñòî ïðåäñòàâëÿëàñü äè-
ñåðòàíòîì íà íàöiîíàëüíèõ i ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñå-
ìiíàðàõ [7�14]. Óñi íàóêîâi ïîëîæåííÿ òà âèñíîâêè, âèíåñåíi íà çàõèñò,
íàëåæàòü àâòîðó äèñåðòàöi¨.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äè-
ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïðèëþäíåíî òà îáãîâîðåíî íà íàñòóïíèõ êîíôåðåí-
öiÿõ i ñåìiíàðàõ: Proceedings of the 3rd International Conference �Quantum
Electrodynamics and Statistical Physics� (Kharkiv, 2011 ð.); Íàóêîâî-òåõíi÷-
íié êîíôåðåíöi¨ �Ôiçèêà, åëåêòðîíiêà, åëåêòðîòåõíiêà� (Ñóìè, 2011, 2012,
2013, 2015 ðð.); The 2nd International Conference �Nanomaterials: Applicati-
ons and Properties� (Alushta, 2012 ð.); Øêîëà-ñåìiíàð �Áàãàòîìàñøòàáíå
ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ó êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ� (Ñóìè,
2014 ð.); Íàóêîâî-òåõíi÷íié êîíôåðåíöi¨ �Iíôîðìàòèêà, ìàòåìàòèêà, àâ-
òîìàòèêà� (Ñóìè, 2019 ð.).

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó 16 íàó-
êîâèõ ïðàöÿõ, iç íèõ: 5 ñòàòåé ó ïðîâiäíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ, ùî iíäåê-
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ñóþòüñÿ íàóêîìåòðè÷íèìè áàçàìè Scopus òà Web of Science; 2 ñòàòòi ó
ïðîâiäíîìó ôàõîâîìó æóðíàëi, ùî iíäåêñó¹òüñÿ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ
Scopus; 1 ñòàòòÿ ó ìàòåðiàëàõ Ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨ òà 8 òåç
äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ iç
âñòóïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ïåðåëiêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäà-
òêiâ. Çìiñò äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî íà 240 ñòîðiíêàõ äðóêîâàíîãî òåêñòó, ç
ÿêèõ 168 ñòîðiíîê îñíîâíîãî òåêñòó, ùî ìiñòèòü 23 ðèñóíêà. Ñïèñîê âè-
êîðèñòàíèõ äæåðåë ñêëàäà¹òüñÿ iç 381 íàéìåíóâàííÿ, ðîçìiùåíîãî íà 32
ñòîðiíêàõ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ
Ó âñòóïi îáãðóíòîâàíà àêòóàëüíiñòü òåìè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, ¨¨

çâ'ÿçîê ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè òà òåìàìè, ïîñòàâëåíà ìåòà òà
çàâäàííÿ íàóêîâî¨ ïðàöi, îêðåñëåíi îá'¹êò, ïðåäìåò òà ìåòîäè äîñëiäæåí-
íÿ. Âêàçàíà íàóêîâà íîâèçíà òà ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòà-
òiâ, íàâåäåíî îñîáèñòèé âíåñîê äèñåðòàíòà ó íàóêîâó ðîáîòó, à òàêîæ äàíi
ñòîñîâíî îïóáëiêîâàíèõ ìàòåðiàëiâ, ñòðóêòóðè òà çìiñòó íàóêîâî¨ ïðàöi.

Ó ïåðøîìó ðîçäiëi �Àíîìàëüíi ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè òà ìåòîäè ¨õ
îïèñó� ïðåäñòàâëåíî ëiòåðàòóðíèé îãëÿä ïðîâiäíèõ äîñëiäæåíü ïî òåìi
äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Â ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âàæëèâi ïðèêëàäè àíîìàëüíèõ òðàíñ-
ïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ, à òàêîæ çàçíà÷åíî ñòîõàñòè÷íi ñèñòå-
ìè, â ÿêèõ âîíè ñïîñòåðiãàþòüñÿ.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi âiäìi÷åíî îñíîâíi õàðàêòåðíi ðèñè, ÿêi âèäiëÿþòü
ïðîöåñè iç àíîìàëüíîþ ñòàòèñòèêîþ ç-ïîìiæ iíøèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ
òà íàâåäåíî ïðèêëàäè ôiçè÷íèõ ÿâèù, ùî îïèñóþòüñÿ çãiäíî iç êîíöåïöi-
¹þ ïðîöåñiâ Ëåâi.

Â òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îáãîâîðåíî äåÿêi êëþ÷îâi ìåòîäè îïèñó àíî-
ìàëüíèõ ïðîöåñiâ òà ìîæëèâîñòi ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Çîêðåìà, çäiéñíåíî îãëÿä
òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü òà ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàí-
íÿ ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà äëÿ îïèñó ñòðèáêîïîäiáíèõ ÿâèù. Êðiì òîãî, íà-
âåäåíî îñíîâíi çàñàäè ìåòîäó ñóáîðäèíàöiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ëàíæå-
âåíà, ùî äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè çâ'ÿçîê ìiæ ïiäõîäîì Ëàíæåâåíà òà íåïå-
ðåðâíèìè ó ÷àñi âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè.

Çâàæàþ÷è íà ðîçãëÿíóòi äîñëiäæåííÿ, îêðåñëåíî ðÿä âiäêðèòèõ ïðî-
áëåì, âèðiøåííþ ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà.

Ó äðóãîìó ðîçäiëi ðîáîòè �Àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàä-
ïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi�, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âè-
ïàäêîâèõ áëóêàíü, îïèñàíî ìîäåëü íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà çíàéäå-
íî ¨õ àñèìïòîòè÷íi ó ÷àñi ðîçïîäiëè, ÿêi âèçíà÷àþòü êëþ÷îâi âëàñòèâîñòi
äàíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî ìîäåëü âèïàäêîâèõ áëóêàíü, äëÿ
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ÿêèõ ¹ õàðàêòåðíèìè ðîçïîäiëè w(ξ) äîâæèí ñòðèáêiâ ïðîöåñó X(t) (ïî-
ëîæåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè) ç âàæêèìè õâîñòàìè òà ðîçïîäiëè p(τ) éîãî
÷àñiâ î÷iêóâàííÿ â ïîòî÷íîìó ïîëîæåííi ç íàäâàæêèìè õâîñòàìè. Çãiäíî
ç òåîði¹þ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ÿêùî äîâæèíè ñòðèá-
êiâ òà ÷àñè î÷iêóâàííÿ ¹ íåçàëåæíèìè, òî äëÿ ïðîöåñó X(t) éîãî ãóñòèíà

ðîçïîäiëó P (x, t) äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Ìîíòðîëëà-Âåéññà (x
F−→ k, t

L−→ s)

Pks =
1− ps

s(1− pswk)
. (1)

Çìiííi k òà s âiäïîâiäàþòü ïåðåòâîðåííÿì Ôóð'¹ (F) òà Ëàïëàñà (L).
Íàäâàæêi ðîçïîäiëè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ çàäàþòüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâå-

äiíêîþ p(τ) ∼ %(τ)/τ (τ →∞), äå %(τ) � ôóíêöiÿ, ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ
íà íåñêií÷åííîñòi, òîáòî %(ντ) ∼ %(τ) ïðè τ → ∞ äëÿ âñiõ ν > 0. Â ñâîþ
÷åðãó âàæêi ðîçïîäiëè äîâæèí ñòðèáêiâ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñòåïåíåâèìè
õâîñòàìè w(ξ) ∼ u±/|ξ|1+α± (ξ → ±∞), äå êîíñòàíòè u± > 0 i õâîñòîâi
iíäåêñè α± ∈ (0, 2]. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ äîâæèí âèïàäêîâèõ ñòðèáêiâ äèñ-
ïåðñiÿ ¹ íåñêií÷åííîþ, äëÿ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ íåñêií÷åííèìè ¹ âñi ¨õ äîäàòíi
äðîáîâi ìîìåíòè, à òîìó çàäàíà ìîäåëü îïèñó¹ íàäïîâiëüíi ïîëüîòè Ëåâi.

Ïiä àñèìïòîòè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (1) ìà¹òüñÿ íà óâàçi ãðàíè÷íà
ãóñòèíà éìîâiðíîñòi

P(y) = lim
t→∞

1

a(t)
P

(
y

a(t)
, t

)
(2)

ñïåöiàëüíèì ÷èíîì ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåíèÿ ÷àñòèíêè Y (t) = a(t)X(t)
ïðè t→∞, äå a(t)→ 0 � âiäïîâiäíà ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ. Íàáið ôóíêöié
P(y) òà a(t) ïîâíiñòþ çàäà¹ åâîëþöiþ ìàñøòàáîâàíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi ïðè
âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó. Ïðè öüîìó âèáið a(t) çàëåæèòü âiä ïîâåäiíêè íà
íåñêií÷åííîñòi ðîçïîäiëiâ p(τ) òà w(ξ) i çäiéñíþ¹òüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá
ãóñòèíà P(y) áóëà íåâèðîäæåíîþ.

Äðóãèé ïiäðîçäië ïðèñâÿ÷åíî àíàëiòè÷íîìó çíàõîäæåííþ ãðàíè÷íèõ
ãóñòèí éìîâiðíîñòi P(y) òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié a(t). Iç
ðiâíÿíü (1) i (2), ç âèêîðèñòàííÿì òàóáåðîâî¨ òåîðåìè Êàðàìàòè, îòðèìàíî
ïðåäñòàâëåííÿ P(y) ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

P(y) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dk
e−iky

1 + Φ(k)
, (3)

äå ââåäåíî Φ(k) = lim
t→∞

1−wka(t)
V (t) . Â îñòàííié ôîðìóëi V (t) =

∫∞
t
dτp(τ)

� éìîâiðíiñòü âiäñóòíîñòi ñòðèáêà ïðîöåñó ïðîòÿãîì ÷àñó t. ßê áà÷èìî,
ôóíêöi¨ Φ(k), à òîìó i ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi P(y), âèçíà÷àþòüñÿ
àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ wk ïðè k → 0. Ó òàêèé ñïîñiá, â çàëåæíîñòi
âiä õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ w(ξ), ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ âñiõ ìîæëèâèõ
ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìàñøòàáîâàíèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi.

Çîêðåìà, äëÿ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ ïðîöåñó ç ñåðåäíiì çíà÷åí-
íÿì l1 =

∫∞
−∞ dξξw(ξ) 6= 0 ïîêàçàíî, ùî iç ðiâíÿííÿ (3) âèïëèâà¹ îäíîñòî-

ðîííié åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië òà ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ
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P(y) = e−|y|H(l1y), a(t) ∼ V (t)/|l1|, (4)

äå H(·) � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà.
Ðîçïîäiëè äîâæèí ñòðèáêiâ ç l1 = 0 i α ∈ (1, 2), à òàêîæ ç α ∈ (0, 1)

ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíî¨ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè òà ìàñøòàáóþ÷î¨ ôóíêöi¨

P(y)=
1

π

∫ ∞
0

dk
(1 + cosϕkα) cos(yk) + sinϕkα sin(yk)

1 + 2 cosϕkα + k2α
, (5)

a(t) ∼
(
V (t)/

√
q2 + r2

)1/α
, (6)

äå α = min{α±} � íàéìåíøèé õâîñòîâèé iíäåêñ w(ξ), ùî âiäiãðà¹ äîìiíóþ-
÷ó ðîëü ó âèçíà÷åííi ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñó. Êðiì òîãî, òóò
ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ cosϕ = q/

√
q2 + r2 i sinϕ = r/

√
q2 + r2, à êîíñòàíòè

q i r çàäàþòüñÿ ïàðàìåòðàìè õâîñòiâ ôóíêöi¨ w(ξ).
Äëÿ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ ç α = 1 i ïàðàìåòðîì ρ = u+δ1α+ −

u−δ1α− 6= 0 (δa,b � ñèìâîë Êðîíåêåðà) ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi òà
ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ âèçíà÷àþòüñÿ âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

P(y) = e−|y|H(ρy), a(t) ∼ V (t)

|ρ| ln[1/V (t)]
. (7)

ßê áà÷èìî, ãóñòèíà P(y) çíîâó ¹ îäíîñòîðîííüîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ. ßêùî
æ ïàðàìåòð ρ = 0 (òîáòî ïðè α± = 1 i u± = u), òî ìà¹ìî

P(y) = − 1

π
[sin(|y|) si(|y|) + cos(y) Ci(|y|)], a(t) ∼ V (t)

πu
. (8)

Òóò si(y) i Ci(y) � iíòåãðàëüíèé ñèíóñ i êîñèíóñ âiäïîâiäíî.
Íàðåøòi, îñòàííié âèïàäîê âêëþ÷à¹ ðîçïîäiëè w(ξ) ç l1 = 0 i õâîñòîâèì

iíäåêñîì α = 2 (òîáòî α± = 2). Çà öèõ óìîâ

P(y) =
1

2
e−|y|, a(t) ∼ 2

√
V (t)

(u+ + u−) ln[1/V (t)]
, (9)

à òîìó ãóñòèíà P(y) ¹ äâîñòîðîííüîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ.
Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ òðàíñïîðòíèõ âëàñòèâîñ-

òåé îðèãiíàëüíèõ (íåìàñøòàáîâàíèõ) íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi. Ïîêà-
çàíî, ùî äëÿ ïðîöåñóX(t) äèñïåðñiÿ ¹ íåñêií÷åííîþ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åí-
íÿõ t, à ñêåéëiíã â ñèñòåìi çàäà¹òüñÿ ìàñøòàáóþ÷èìè ôóíêöiÿìè a(t) (öå
âèïëèâà¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (2)). Äàíi ôóíêöi¨ âiäíîñÿòüñÿ äî êëàñó òèõ,
ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi. À òîìó åâîëþöiÿ ãóñòèí éìî-
âiðíîñòi P (x, t) áóäå íàäïîâiëüíîþ, òîáòî P (x, νt) ∼ P (x, t) ïðè t → ∞
äëÿ âñiõ ν > 0. Iíøèìè ñëîâàìè, çà áóäü-ÿêi êiíöåâi iíòåðâàëè ÷àñó çìiíà
ïðîôiëþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâîãî ïðîöåñó X(t) áóäå äóæå ìàëîþ, íåçâàæà-
þ÷è íà ìîæëèâiñòü çäiéñíþâàòè âåëèêi ñòðèáêè. Öåé ðåçóëüòàò ¹ öiêàâèì
íàñëiäêîì ìîäåëi, â ÿêié ìàþòü ìiñöå äâà â ïåâíié ìiði ïðîòèëåæíi ìåõà-
íiçìè: ìèòò¹âi äîâãi ñòðèáêè ïðîöåñó òà äóæå äîâãi ÷àñè î÷iêóâàííÿ.
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Ó òðåòüîìó ðîçäiëi �Äîñëiäæåííÿ îñíîâíèõ õàðàêòåðèñòèê ãðàíè÷-
íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi� ïðîäîâæåíî âèâ÷åííÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëå-
âi òà îòðèìàíî ðÿä òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî äîçâîëÿþòü âñåái÷íî ïðî-
àíàëiçóâàòè êëþ÷îâi âëàñòèâîñòi ðîçãëÿäóâàíî¨ ìîäåëi.

Ïåðøèé ïiäðîçäië âiäîáðàæà¹ àëüòåðíàòèâíi ïðåäñòàâëåííÿ îòðèìà-
íî¨ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi P(y). Çîêðåìà, çíàéäåíî
ïðåäñòàâëåííÿ P(y) ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà

P(y) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞
dr

Γ(r) sin
[
φ(y) 1−r

α

]
α sin

(
π 1−r

α

) |y|−r, (10)

äå φ(y) = πα
2 + sgn(y)ϕ, sgn(y) � çíàê çìiííî¨ y, Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ òà

max(1 − α, 0) < c < 1. Äàëi iç ôîðìóëè (10) îòðèìàíî ïîäàííÿ P(y) ó
âèãëÿäi H-ôóíêöié Ôîêñà, ÿêi ãðàþòü âàæëèâó ðîëü ó òåîði¨ àíîìàëüíèõ
ïðîöåñiâ, òà ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ùî ¹ çðó÷íèìè äëÿ ÷èñëîâèõ
ðîçðàõóíêiâ. Êðiì òîãî, iç âèðàçó (10) âèïëèâà¹ ïðåäñòàâëåííÿ P(y) ó
ôîðìi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

P(y) =
1

π

∫ ∞
0

dx e−|y|x
sin[φ(y)]xα

1 + 2 cos[φ(y)]xα + x2α
. (11)

Öå ïðåäñòàâëåííÿ ¹ íàéáiëüø êîðèñíèì äëÿ âèçíà÷åííÿ áàãàòüîõ çàãàëü-
íèõ âëàñòèâîñòåé ãóñòèí éìîâiðíîñòi P(y). Íàïðèêëàä, iç íüîãî âèïëèâà¹,
ùî P(y) ≥ 0, dP(y)/d|y| ≤ 0 (y 6= 0) i maxP(y) = P(0). Òàêèì ÷èíîì,
ôóíêöiÿ P(y) ¹ óíiìîäàëüíîþ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi. ßê ñâiä÷èòü ðèñ. 1,
àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè ïîâíiñòþ óçãîäæóþòüñÿ ç ÷èñëîâèìè.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi äëÿ íååêñïîíåíöiàëüíèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi P(y)
çíàéäåíà ¨õ ïîâåäiíêà ïðè ìàëèõ òà âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ìàñøòàáîâàíî¨
çìiííî¨ y. Ïîâåäiíêà P(y) ïðè |y| → 0 áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iç ïîäàííÿ
P(y) ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó. Â òîé æå ÷àñ âèðàç (11) òà ëåìà Âàòñîíà
äîçâîëÿþòü çíàéòè ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä P(y) ïðè |y| → ∞. Iç
íüîãî âñòàíîâëåíî, ùî â óñiõ íååêñïîíåíöiàëüíèõ âèïàäêàõ õî÷à á îäèí
õâiñò ðîçïîäiëiâ P(y) ¹ âàæêèì i ïðîïîðöiéíèì ôóíêöi¨ |y|−1−α.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ãóñòè-
íè éìîâiðíîñòi P (x, t) íåìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ïðîöåñóX(t) ó ðåæè-
ìi ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié. Iç ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó i ñêåé-
ëiíãîâîãî ñïiââiäíîøåííÿ P (x, t) ∼ a(t)P[a(t)x] ñëiäó¹, ùî äëÿ ðîçïîäiëiâ
P (x, t), ÿêi ¹ âiäïîâiäíèìè íååêñïîíåíöiàëüíèì ãóñòèíàì P(y), õî÷à á îäèí
õâiñò òàêîæ áóäå âàæêèì i ïðîïîðöiéíèì |x|−1−α. Ïðîòå åêñïîíåíöiàëüíi
ãóñòèíè P(y) êîðåêòíî çàäàþòü ïîâåäiíêó P (x, t) òiëüêè â öåíòðàëüíié
îáëàñòi |x| ∝ O[1/a(t)]. Ïðè÷èíà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðè t → ∞ âêëàä
â âèðàç (3) äàþòü ãîëîâíi ÷ëåíè ðîçêëàäó 1 − wk (k → ∞), ùî ¹ àíàëi-
òè÷íèìè òà íå âiäîáðàæàþòü íàÿâíiñòü âàæêèõ õâîñòiâ ó w(ξ). À òîìó,
âðàõóâàâøè äîòàòêîâi íåàíàëiòè÷íi ÷ëåíè ðîçêëàäó 1−wk, îòðèìàíî ïî-
âåäiíêó P (x, t) â îáëàñòi |x| � O[1/a(t)] ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié X(t). Öi
óòî÷íåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ðîçïîäiëè P (x, t) çàâæäè ìàþòü îäèí àáî äâà
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Ðèñ. 1. Òèïîâèé âèãëÿä íååêñïîíåíöiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí P(y) ïðè ðiç-

íèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ w(ξ). Ñóöiëüíi ëiíi¨ � òî÷íi àíàëiòè÷íi

çàëåæíîñòi, à ìàðêåðè � ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.

âàæêèõ õâîñòà, ùî ïðîïîðöiéíi |x|−1−α. Äàíi ðåçóëüòàòè óçãîäæóþòüñÿ
ç òèì ôàêòîì, ùî äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ ìîäåëi äèñïåðñiÿ ïðîöåñó X(t) ¹
íåñêií÷åííîþ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó.

Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî àëüòåðíàòèâíå çíàõîäæåííÿ àñèì-
ïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ìàñøòàáîâàíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî äåìîíñòðó¹
çâ'ÿçîê äàíîãî ïðîöåñó ç öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ. Ââåäåíî ãóñ-
òèíè éìîâiðíîñòi PXn(x) ïîëîæåííÿXn =

∑n
j=1 ξj ({ξj} � äîâæèíè âèïàä-

êîâèõ ñòðèáêiâ) çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ n ¹ ôiêñîâàíîþ âåëè÷è-
íîþ. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié ïîêàçàíî, ùî ïðè
n → ∞ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi PXn(x) ìàþòü âèãëÿä α-ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ
Ëåâi ç ïàðàìåòðàìè, ùî çàäàþòüñÿ õâîñòàìè w(ξ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà, âñòàíîâëåíî, ùî
êiëüêiñòü ñòðèáêiâ N(t) ïðîöåñó X(t) çà ÷àñ t→∞ ìà¹ ðîçïîäië Λ(n, t) ∼
V (t)e−nV (t). Ïðè öüîìó ãóñòèíà éìîâiðíîñòi P (x, t) âèçíà÷à¹òüñÿ óñåðåä-
íåííÿì PXn(x) âiäíîñíî ðîçïîäiëó Λ(n, t), òîáòî P (x, t) = 〈PXn(x)〉 =∫∞
0
dnPXn(x)Λ(n, t). À äàëi, çàäàþ÷è íåîáõiäíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ a(t),

íà îñíîâi ôîðìóëè (2) çíàéäåíî âñi ãðàíè÷íi ãóñòèíè P(y).
Ó ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi ìîäåëü íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi äîñëiäæó-

¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è iç êîíöåïöi¨ ñóáîðäèíàöiéíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà. Â íå-
ïåðåðâíié ðåàëiçàöi¨ ñòðèáêîïîäiáíà ìîäåëü çàìiíþ¹òüñÿ ñèñòåìîþ ñòîõà-
ñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü d

dυX(υ) = ξ(υ) i d
dυ t(υ) = τ(υ), äå υ �

îïåðàöiéíié (âíóòðiøíié) ÷àñ, ùî âiäiãðà¹ ðîëü êiëüêîñòi �êðîêiâ� ïðîöå-
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ñó X(t). Òàêèì ÷èíîì, âåëè÷èíè ñòðèáêiâ òà ÷àñè î÷iêóâàííÿ ïîäàþòüñÿ
âiäïîâiäíî ÿê âàæêèé øóì ξ(υ) òà íàäâàæêèé øóì τ(υ).

Ðîçïîäië R(x, υ) äëÿ ïðîöåñóX(υ) îòðèìàíî áåçïîñåðåäíüî iç ðiâíÿííÿ
Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ïåðøîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ â ñèñòåìi. Âií ìà¹
âèãëÿä α-ñòiéêîãî ðîçïîäiëó Ëåâi ç ïàðàìåòðàìè, ÿêi çàäàþòüñÿ õâîñòà-
ìè w(ξ). Iç äðóãîãî ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çíàéäåíî ðîçïîäië F (t, υ) äëÿ
ïðîöåñó t(υ). Ç éîãî äîïîìîãîþ ïðè t → ∞ îòðèìàíî ðîçïîäië G(υ, t) ∼
V (t)e−υV (t) äëÿ ïðîöåñó υ(t), ùî ¹ îáåðíåíèì äî t(υ). Ïðè öüîìó ãóñòèíà
éìîâiðíîñòi P (x, t) çàäà¹òüñÿ äåêîìïîçèöi¹þ P (x, t) =

∫∞
0
dυR(x, υ)G(υ, t).

Ïiñëÿ ââåäåííÿ âiäïîâiäíèõ ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié a(t) iç ôîðìóëè (2)
çíîâó âñòàíîâëåíî âñi ãðàíè÷íi ãóñòèíè P(y).

Ó øîñòîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî äðîáîâå ðiâíÿííÿ äëÿ ãóñòèí P(y).
Äðîáîâà ïî êîîðäèíàòi y ïîõiäíà Ðiññà-Ôåëëåðà yD

γ
θ ó ïðîñòîði Ôóð'¹

çàäà¹òüñÿ ÿê F{yDγ
θ f(y)} = −eisgn(k)πθ/2|k|γfk, äå γ ∈ (0, 2] � ïîðÿäîê

ïîõiäíî¨ òà θ � êîåôiöi¹íò àñèìåòði¨ (|θ| ≤ min{γ, 2− γ}). Äàíå îçíà÷åííÿ
òà ôîðìóëà (3) ïðèâîäÿòü äî íàñòóïíîãî êîìïàêòíîãî äðîáîâîãî ðiâíÿííÿ

yD
α
−2ϕ/πP(y) = P(y)− δ(y), äå δ(y) � äåëüòà-ôóíêöiÿ.
Ó ñüîìîìó ïiäðîçäiëi ïðîâåäåíî ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ íàäïîâiëüíèõ

ïîëüîòiâ Ëåâi. Çîêðåìà, çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæó-
âàíîãî êëàñó âèïàäêîâèõ áëóêàíü, â îñíîâi ÿêîãî ëåæèòü ìåòîä iíâåðñi¨,
à òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè éîãî çàñòîñóâàííÿ äëÿ ìîäåëþâàííÿ ðîçïî-
äiëó ìàñøòàáîâàíîãî ïðîöåñó Y (t). Ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ
ïîâíiñòþ ïiäòâåðäèëè âñi àíàëiòè÷íî îòðèìàíi çàëåæíîñòi.

×åòâåðòèé ðîçäië �Ðåæèìè ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ� ïðè-
ñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ñòðóê-
òóðíi åëåìåíòè ÿêèõ ¹ íåçàëåæíèìè îäèí âiä îäíîãî, à ¨õ âëàñòèâîñòi çìi-
íþþòüñÿ âiäïîâiäíî äî äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó. Çîêðåìà, îäåðæàíî ðiâ-
íÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðåëàêñàöiþ â äàíèõ ñèñòåìàõ, à òàêîæ çíàéäåíî éîãî
àíîìàëüíî ïîâiëüíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ïîáóäîâàíî ìîäåëü ïðîöåñó ðåëàêñàöi¨ äëÿ çà-
çíà÷åíèõ ñèñòåì òà îäåðæàíî âiäïîâiäíå ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ. Â ðàìêàõ
äèõîòîìi÷íîãî íàáëèæåííÿ ñòàí êîæíîãî ñòðóêòóðíîãî åëåìåíòà ñèñòåìè
ïîâ'ÿçó¹òüñÿ ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì f(t). Äàíèé ïðîöåñ ïðîòÿãîì âè-
ïàäêîâèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó {τn} (n = 1,∞) ïî÷åðãîâî ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ
+1 (�âåðõíié� ñòàí ñèñòåìè) àáî −1 (�íèæíié� ñòàí ñèñòåìè). Ïðè öüî-
ìó ââàæà¹òüñÿ, ùî t0 = 0 i f(t0) = 1, ÷àñè î÷iêóâàííÿ {τn} ðîçïîäiëåíi
iç ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi p±(τ), äå çíàêè “±� âiäïîâiäàþòü ïåðåáóâàííþ
ñèñòåìè â ñòàíàõ ±1 âiäïîâiäíî, à ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ µ(t) âèçíà÷à¹òü-
ñÿ ÿê ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó f(t), òîáòî µ(t) = 〈f(t)〉.
Çãiäíî ç öèì âèçíà÷åííÿì, âåëè÷èíà µ(t) äîðiâíþ¹ ðiçíèöi éìîâiðíîñòåé
çíàéòè ñèñòåìó â ñòàíàõ +1 òà −1 â ìîìåíò ÷àñó t.

Âèõîäÿ÷è iç òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü ïîêàçàíî,
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ùî ó ïðîñòîði Ëàïëàñà ðiâíÿííÿ ðåëàêñàöi¨ çâîäèòüñÿ äî

µs =
1

1− p+s p−s

(
1− p+s
s

− p+s
1− p−s
s

)
. (12)

Çàñòîñîâóþ÷è äî (12) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, îòðèìàíî iíòå-
ãðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ µ(t). Âîíî, çîêðåìà, ïîêàçó¹,
ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçãëÿäóâàíi ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè õàðàêòåðè-
çóþòüñÿ åôåêòàìè ïàì'ÿòi.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî çàêîíè ðåëàêñàöi¨ µ(t) äâîðiâíåâèõ ñè-
ñòåì ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó äëÿ êëàñiâ ðîçïîäiëiâ p±(τ), ùî õàðàêòå-
ðèçóþòüñÿ âàæêèìè òà íàäâàæêèìè õâîñòàìè. Âèáið öèõ êëàñiâ ôóíêöié
îáóìîâëåíèé òèì, ùî ñàìå âîíè âiäïîâiäàëüíi çà àíîìàëüíó ïîâiëüíó ðå-
ëàêñàöiþ. Âèçíà÷åííÿ òà êëàñèôiêàöiÿ âñiõ ìîæëèâèõ ðåæèìiâ ðåëàêñàöi¨
ïðè âåëèêèõ t áàçóâàëèñÿ íà âèêîðèñòàííi ðîçêëàäó p±s ïðè s → 0 òà çà-
ñòîñóâàííi òàóáåðîâî¨ òåîðåìè Êàðàìàòè äî ðiâíÿííÿ (12). Çàóâàæèìî,
ùî ó íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó (êîëè p+(τ) 6= p−(τ)) àíàëiç ïðîâåäåíî çà
óìîâè p+(τ)� p−(τ); ÿêùî æ p+(τ)� p−(τ), òî ïîòðiáíî ïðîñòî ïîìiíÿ-
òè ìiñöÿìè iíäåêñè “+� i “−� òà çàìiíèòè ôóíêöiþ µ(t) íà −µ(t).

ßê i â äðóãîìó ðîçäiëi ðîáîòè, âàæêi ðîçïîäiëè âèçíà÷àþòüñÿ àñèì-
ïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ p±(τ) ∼ q±/τ

1+α± (τ → ∞) ç êîíñòàíòàìè q± > 0
i õâîñòîâèìè iíäåêñàìè α± ∈ (0, 2]. Âñòàíîâëåíî, ùî â çàëåæíîñòi âiä
õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ ãóñòèí éìîâiðíîñòi p±(τ) â íåñèìåòðè÷íèõ äâîðiâ-
íåâèõ ñèñòåìàõ ðåëàêñàöiÿ ïðè t → ∞ ìîæå âiäáóâàòèñÿ çà ñòåïåíåâèì,
µ(t) ∼ µ∞ − (t/T )−β , ìîäèôiêîâàíèì ñòåïåíåâèì, µ(t) ∼ 1− ln(t)(t/T )−β ,
àáî îáåðíåíèì ëîãàðèôìi÷íèì, µ(t) ∼ 1 − η/ ln t, çàêîíîì. Ó âèïàäêó æ
ñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨, òîáòî ïðè p±(τ) = p(τ), âñòàíîâëåíî, ùî çàâæäè
µ(t) ∼ (t/T )−β . Â íàâåäåíèõ ôîðìóëàõ ïîêàçíèê β, ÷àñ ðåëàêñàöi¨ T ,
êîíñòàíòà η òà ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ µ∞ ¹ ðiçíèìè äëÿ êîæíîãî âèïàäêó i
çàäàþòüñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ðîçïîäiëiâ p±(τ). Òèïîâà ïîâåäiíêà çàêîíiâ
ðåëàêñàöi¨ ïðè α+ ∈ (0, 1) i α− ∈ (1, 2) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2a.

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà íàäâàæêèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi p±(τ) ìà¹ âèã-
ëÿä p±(τ) ∼ %±(τ)/τ (τ →∞), äå %±(τ) � ôóíêöi¨, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòü-
ñÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Ó íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó âñòàíîâëåíî, ùî ïðè
âåëèêèõ t âiäáóâà¹òüñÿ íàäïîâiëüíà ðåëàêñàöiÿ çà çàêîíîì µ(t) ∼ 1 −
2V −(t)/V +(t), äå éìîâiðíîñòi V ±(τ) âèçíà÷àþòüñÿ ÿê V ±(τ)=

∫∞
t
dτp±(τ).

×àñòêîâèì âèïàäêîì òàêî¨ ïîâåäiíêè ¹ âæå çãàäóâàíà îáåðíåíà ëîãàðèô-
ìi÷íà ðåëàêñàöiÿ. ßêùî ðîçïîäië p+(τ) ¹ íàäâàæêèì, à p−(τ) � âàæêèì,
òîäi ðåëàêñàöiéíi ðåæèìè îïèñóþòüñÿ ìîäèôiêîâàíèì ñòåïåíåâèì çàêî-
íîì µ(t) ∼ 1 − U(t)(t/T )−β , äå ôóíêöiÿ U(t) ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íå-
ñêií÷åííîñòi òà âèçíà÷à¹òüñÿ ãóñòèíàìè p±(τ) (äèâ. ðèñ. 2b). Ó òîé æå
÷àñ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì çàêîí ðåëàêñàöi¨ ìà¹ âèãëÿä µ(t) ∼ V (t)/2.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî äðîáîâi ðåëàêñàöiéíi ðiâíÿííÿ äëÿ
åôåêòèâíî¨ ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ µe�(t). Äàíà ôóíêöiÿ ïðè âåëèêèõ çíà-
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Ðèñ. 2. Òèïîâà ïîâåäiíêà àíîìàëüíèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨. Ñóöiëüíi ëiíi¨ ïîêàçó-

þòü ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (12), ïóíêòèðíi ëiíi¨ � âiäïîâiäíi àñèìïòî-

òè÷íi ôîðìóëè, à ìàðêåðè � ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Ïàíåëü (a)
âiäïîâiäà¹ âèïàäêó α+ = 0.5 i α− = 1.5, à ïàíåëü (b) � âèïàäêó, êîëè p+(τ) ìà¹
íàäâàæêèé õâiñò i α− = 1.5.

÷åííÿõ ÷àñó åêâiâàëåíòíà µ(t), òîáòî µe�(t) ∼ µ(t) ïðè t→∞. Äëÿ íåñè-
ìåòðè÷íèõ òà ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì òàêi ðiâíÿííÿ ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä

µe�(t)−
T−β
e�

µ∞
Γ(1 + β)

tβ = −T−β
e� 0D−βt µe�(t), (13)

µe�(t)− 1 = −T−β
e� 0D−βt µe�(t). (14)

Â öèõ ôîðìóëàõ Te� = T [Γ(1− β)]1/β � åôåêòèâíèé ðåëàêñàöiéíèé ÷àñ, à

îïåðàòîð 0D−βt � äðîáîâà ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ (L{0D−βt g(t)} = s−βgs).
Âiäìiòèìî, ùî òî÷íi ðîç'ÿçêè ðiâíÿíü (13) i (14) ìàþòü âiäïîâiäíî âèãëÿä
µe�(t) = µ∞−Eβ

[
−(t/Te�)β

]
i µe�(t) = Eβ

[
−(t/Te�)β

]
, äå Eβ(·) � ôóíêöiÿ

Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Íàâåäåíî ïðèêëàäè âèêîðèñòàííÿ äðîáîâèõ ðåëàêñà-
öiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ äîñëiäæåííÿ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ, îáãîâîðåíî äåÿêi
ïiäõîäè äî îïèñó íåäåáà¹âñüêèõ ðåëàêñàöiéíèõ ðåæèìiâ òà ¨õ çâ'ÿçîê iç
ïîáóäîâàíîþ â ðîáîòi ìîäåëëþ.

Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi �Òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó
äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ� îñíîâíó óâàãó ïðèäiëåíî îòðèìàííþ òî÷íèõ ðåëàê-
ñàöiéíèõ çàêîíiâ äëÿ çàçíà÷åíèõ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì. Çîêðåìà, çíàéäåíî
ðåëàêñàöiéíi ôóíêöi¨, ùî äåìîíñòðóþòü äåáà¹âñüêó, ñêëàäíó îñöèëþþ÷ó
àáî òèïîâó äëÿ ïðîöåñiâ Ëåâi ñòåïåíåâó ðåëàêñàöiþ.

Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi, âèõîäÿ÷è iç çàïðîïîíîâàíî¨ ìîäåëi ðåëàêñà-
öiéíîãî ïðîöåñó, ðîçãëÿíóòî êëàñè÷íó äåáà¹âñüêó ðåëàêñàöiþ. Âñòàíîâ-
ëåíî, ùî òàêà ðåëàêñàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ, ÿêùî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñiâ
î÷iêóâàííÿ ¹ åêñïîíåíöiàëüíèìè, òîáòî p±(τ) = τ−1± e−t/τ± , äå ïàðàìåòð
τ± � ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â �âåðõíüîìó/íèæíüîìó� ñòàíàõ.
Â öüîìó âèïàäêó âiäïîâiäíå iíòåãðàëüíå ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ
äî äèôåðåíöiàëüíîãî, ñèñòåìà íå ïðîÿâëÿ¹ åôåêòiâ ïàì'ÿòi òà ðåëàêñàöié-
íèé çàêîí ìà¹ ïðîñòèé åêñïîíåíöiàëüíèé âèãëÿä µ(t) = (1−µ∞)e−t/T +µ∞
ç âåëè÷èíàìè µ∞ = τ+−τ−

τ++τ−
i T = τ+τ−

τ++τ−
.
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Ðèñ. 3. Îñöèëþþ÷i ðåëàêñàöiéíi ðåæè-

ìè ó âèïàäêó ðîçïîäiëiâ Åðëàíãà ç ïà-

ðàìåòðàìè κ = 2, (1) τ+ = 2, τ− = 1;
(2) τ± = 1 òà (3) τ+ = 1, τ− = 2. Ñó-
öiëüíi ëiíi¨ � àíàëiòè÷íi çàëåæíîñòi,

ìàðêåðè � ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ.

Ó äðóãîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíó-
òî ðåëàêñàöiþ Åðëàíãà, äëÿ ÿêî¨
÷àñè ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â äîç-
âîëåíèõ ñòàíàõ ðîçïîäiëåíi çãiäíî
ç ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi p±(τ) =
Θ±τ

κ±−1e−λ±τ , äå κ± > 0 � ïàðà-
ìåòðè, ÿêi âèçíà÷àþòü ôîðìó ðîç-
ïîäiëiâ, λ± > 0 � ìàñøòàáíi ïàðà-
ìåòðè, ùî ïîâ'ÿçàíi ç iíòåíñèâíîñ-
òÿìè ïåðåõîäiâ ñèñòåìè ìiæ ñòà-
íàìè (ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ
â �âåðõíüîìó/íèæíüîìó� ñòàíàõ
τ± = κ±/λ±), òà êîíñòàíòè Θ± =
λ
κ±
± /Γ(κ±). Âñòàíîâëåíî, çîêðåìà,

ùî ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, êîëè
κ± = κ � öiëå ÷èñëî i λ± = λ, ðåëàêñàöiÿ ¹ îñöèëþþ÷îþ (äèâ. ðèñ. 3)

µ(t) =
θκ
κ
e−2λt +

2

κ

[κ/2]∑
l=1

[
cos(βlλt) +

βl
1− αl

sin(βlλt)

]
e−(1−αl)λt. (15)

Òóò θκ = 0 àáî 1, ÿêùî κ � ïàðíå ÷è íåïàðíå ÷èñëî âiäïîâiäíî, [κ/2] �
öiëà ÷àñòèíà κ/2, à òàêîæ αl i βl � âåëè÷èíè, ÿêi çàëåæàòü âiä κ.

Ó òðåòüîìó ïiäðîçäiëi âèâ÷åíî ðåëàêñàöiþ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà, ùî õà-
ðàêòåðèçó¹òüñÿ ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi p±(τ) = − d

dτEα±(−τα±) ç α± ∈
(0, 1]. Ïîêëàâøè α = α+ i β = α−, â öüîìó âèïàäêó îòðèìàíî çàêîíè ðå-
ëàêñàöi¨ ó âèãëÿäi øâèäêî çáiæíèõ ðÿäiâ äëÿ α < β òà α > β âiäïîâiäíî

µ(t) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−tα)nEnβ,αn+1(−tβ), (16)

µ(t) = 1 + 2tα−β
∞∑
n=1

(−tβ)nEnα,βn+(α−β)+1(−tα). (17)

Òèïîâi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ïðè α > β òà α < β ïîêàçàíi íà ðèñ. 4a. Ó ñè-
ìåòðè÷íîìó âèïàäêó, êîëè p±(τ) = p(τ) = − d

dτEα
[
− 1

2 (τ/T )α
]
(òóò äëÿ

çðó÷íîñòi ââåäåíî ÷àñ ðåëàêñàöi¨ T ), çàêîí ðåëàêñàöi¨ âèçíà÷à¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ µ(t) = Eα[−(t/T )α]. Äàíi ðåëàêñàöiéíi ðåæèìè ¹ àíîìàëüíèìè
òà õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñòåïåíåâîþ àñèïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ ïðè τ →∞.

Ó ÷åòâåðòîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâ-
íåâèõ ñèñòåì ç ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòåé p±(τ), ùî âiäïîâiäàþòü îäíîñòî-
ðîííiì ðîçïîäiëàì Ëåâi. Çîêðåìà, çàêîí ðåëàêñàöi¨ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ç
p(τ) = lα(τ) = L−1{e−sα}, äå α ∈ (0, 1), âèçíà÷à¹òüñÿ ðÿäîì

µ(t) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)nΦα

(
n−1/αt

)
(18)
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Ðèñ. 4. Ïàíåëü (a) � ïîâåäiíêà ðåëàêñàöiéíèõ ôóíêöié äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ ñè-

ñòåì ç ÷àñàìè î÷iêóâàííÿ, ùî çàäàþòüñÿ ðîçïîäiëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ïðè

(1) α = 0.4, β = 0.8 òà (2) α = 0.8, β = 0.4. Ïàíåëü (b) � ðåëàêñàöiéíi ôóíê-

öi¨ äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ñèñòåì ç ÷àñàìè î÷iêóâàííÿ, ùî ìàþòü (1) ðîçïîäië

Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ç ïàðàìåòðàìè α = 0.5 i T = 0.25, òà (2) ðîçïîäië Ëåâi

ç ïàðàìåòðîì α = 0.5. Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü àíàëiòè÷íèì ôîðìóëàì, à

ìàðêåðè � ðåçóëüòàòàì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.

ç ôóíêöi¹þ Φα(t) =
∫ t
0
dτ lα(τ) (äëÿ ïîðiâíÿííÿ ç ðåëàêñàöi¹þ Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà äèâ. ðèñ. 4b). Çàóâàæèìî, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ðå-
ëàêñàöiÿ Ëåâi òàêîæ äåìîíñòðó¹ àíîìàëüíó ñòåïåíåâó ïîâåäiíêó.

Ó ï'ÿòîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî ðiâíÿííÿ òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ
ãóñòèíè éìîâiðíîñòi P (∆, t) âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè ∆t =

∫ t
0
dt′f(t′), ùî äî-

ðiâíþ¹ ðiçíèöi ÷àñó ïåðåáóâàííÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó f(t) ó �âåðõíüî-

ìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ. Ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà (∆
F−→ k, t

L−→ s) öå
ðiâíÿííÿ ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Pks =
1− p+s−ik
s− ik

+
p+s−ik

1− p+s−ikp
−
s+ik

(
1− p−s+ik
s+ ik

+
1− p+s−ik
s− ik

p−s+ik

)
. (19)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà ∆t/t (÷àñîâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
ôóíêöi¨ f(t)) ìîæå áóòè iíòåðïðåòîâàíà ÿê ñåðåäíÿ íàìàãíi÷åíiñòü òà-
êèõ ñèñòåì. Âiäìiòèìî òàêîæ âàæëèâèé çâ'ÿçîê ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨
µ(t) ç âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ ∆t, à ñàìå: ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹
øâèäêîñòi çìiíè ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ðiçíèöi ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè
â äîçâîëåíèõ ñòàíàõ, òîáòî µ(t) = d

dt 〈∆t〉. Ó öüîìó æ ïiäðîçäiëi çíàéäåíî
òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (19) ó âèïàäêó åêñïîíåíöiàëüíèõ ãóñòèí p±(τ),
à òàêîæ âiäïîâiäíi ìîìåíòè ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ ∆t.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ
Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíöåïöiþ íåïåðåðâíèõ ó ÷à-

ñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, âïåðøå âèâ÷åíî òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi âëà-
ñòèâîñòi øèðîêîãî êîëà ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì ç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ.
Çîêðåìà, íà çàõèñò âèíîñÿòüñÿ íàñòóïíi îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Âïåðøå äîñëiäæåíî ïðîöåñ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî õàðàê-
òåðèçóþòüñÿ âàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ âèïàäêîâèõ
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áëóêàíü òà íàäâàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèá-
êàìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà òà òàóáåðîâó òåîðåìó
Êàðàìàòè, çíàéäåíî âñi ìîæëèâi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi òà âiäïî-
âiäíi ¨ì ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ ÷àñó, ùî âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäií-
êó ìàñøòàáîâàíèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi. Ïðîâåäåíî ïîâíó êëàñèôi-
êàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié â çàëåæ-
íîñòi âiä õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷i-
êóâàííÿ ìiæ íèìè. Ïîêàçàíî, ùî íà âiäìiíó âiä ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié,
âèä ÿêèõ çàëåæèòü âiä õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ îáîõ ðîçïîäiëiâ, ãðàíè÷íi
ãóñòèíè âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå õâîñòîâèìè ïàðàìåòðàìè ðîçïîäiëó äîâæèí
ñòðèáêiâ i ìîæóòü ìàòè àáî âàæêi õâîñòè, àáî áóòè îäíî/äâîñòîðîííiìè
åêñïîíåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè.

2. Çíàéäåíî ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ ìàñ-
øòàáîâàíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi ó âèãëÿäi (1) îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹,
(2) îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà, (3) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, (4) H-
ôóíêöié Ôîêñà òà (5) øâèäêî çáiæíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Çà ¨õ äîïîìîãîþ
äîñëiäæåíî íå òiëüêè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâið-
íîñòi, àëå é ïîêàçàíî, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ ãðàíè÷íi ãóñòèíè ìîæóòü
áóòè âèðàæåíi â òåðìiíàõ ïðîñòèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. Øëÿõîì ÷èñëî-
âîãî ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, óçàãàëüíåíîãî íà âèïàäîê ñòàòè-
ñòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ç íàäâàæêèìè õâîñòàìè, ïiäòâåðäæåíî iñíóâàííÿ óñiõ
òèïiâ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí, ïåðåäáà÷åíèõ òåîðåòè÷íî.

3. Ïîáóäîâàíî ìîäåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ,
ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ åâîëþöiîíóþòü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ó
âiäïîâiäíîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì. Â ðàìêàõ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó
÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îòðèìàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðå-
ëàêñàöiþ òàêèõ ñèñòåì ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíèõ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ
ïåðåáóâàííÿ ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòà-
íàõ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðiâíÿííÿ âïåðøå âèçíà÷åíî àñèìïòîòè÷íi çàêîíè
ðåëàêñàöi¨ ïðè íàÿâíîñòi âàæêèõ òà/àáî íàäâàæêèõ õâîñòiâ çàçíà÷åíèõ
ðîçïîäiëiâ. Ïîêàçàíî, ùî â öèõ âèïàäêàõ ðåëàêñàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà àíî-
ìàëüíèìè (ïîâiëüíèìè òà íàäïîâiëüíèìè) çàêîíàìè, ÿêi ¹ óíiâåðñàëüíèìè
äëÿ çàçíà÷åíèõ ñèñòåì.

4. Çíàéäåíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ ÷àñ
ïåðåáóâàííÿ ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòà-
íàõ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíèìè ðîçïîäiëàìè, (2) ðîçïîäi-
ëàìè Åðëàíãà, (3) ðîçïîäiëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà (4) îäíîñòîðîííiìè
ðîçïîäiëàìè Ëåâi. Âñòàíîâëåíî, ùî ó ïåðøîìó âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ äå-
áà¨âñüêà ðåëàêñàöiÿ, ó äðóãîìó âèïàäêó ðåëàêñàöiÿ ìà¹ îñöèëþþ÷èé õà-
ðàêòåð, à ó òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó âèïàäêàõ ðåàëiçóþòüñÿ àíîìàëüíî
ïîâiëüíi ðåæèìè ðåëàêñàöi¨. Óñi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ÿê
òî÷íi, òàê i àñèìïòîòè÷íi, ïiäòâåðäæåíi øëÿõîì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.
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SUMMARY
Bystrik Yu.S. Anomalous transport and relaxation processes in

stochastic systems with ultraslow evolution. � Manuscript.
The thesis for the scienti�c degree of the candidate of physical and mathe-

matical sciences by speciality 01.04.02 � theoretical physics. � Sumy State
University; Institute of Applied Physics, National Academy of Sciences of
Ukraine, Sumy, 2019.

The thesis is devoted to the investigation of the anomalous transport
behavior of stochastic systems which are characterized by L�evy statistics and
ultraslow evolution, and to the studying of the phenomenon of anomalous
relaxation in two-state systems, properties of elements of which evolve accord-
ing to the dichotomous process.

Using the Montroll-Weiss equation, limiting probability densities and corre-
sponding scaling functions which describe the asymptotic in time behavior of
ultraslow L�evy �ights were determined. Anomalous transport properties of
such processes were studied. It was indicated that scaling functions belong
to the class of slowly varying functions. The total classi�cation of limiting
probability densities was carried out. It was shown that limiting probability
densities are heavy-tailed or exponential functions and depend on parameters
describing the behavior of jump-length distributions.

On the basis of the continuous-time random walk theory the integral
equation which describes relaxation in pointed two-state systems was deri-
ved. It was obtained a number of results related to exact anomalous relaxation
laws. Also universal anomalous relaxation laws were derived in the case of the
long-time regime when distributions of waiting times in possible states of the
system characterized by heavy and/or superheavy tails.

Keywords: stochastic processes, anomalous transport, random walks,
L�evy �ights, anomalous relaxation, Montroll-Weiss equation, heavy/super-
heavy tails.
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