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АНОТАЦIЯ
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ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ ç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-

ìàòåìàòè÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.04.02 � òåîðåòè÷íà ôiçèêà. � Ñóìñüêèé

äåðæàâíèé óíiâåðñèòåò; Iíñòèòóò ïðèêëàäíî¨ ôiçèêè Íàöiîíàëüíî¨ àêàäåìi¨

íàóê Óêðà¨íè, Ñóìè, 2019.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ

âëàñòèâîñòåé ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì, ÷èÿ ïîâåäiíêà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñòàòèñòè-

êîþ Ëåâi òà íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ, à òàêîæ âèâ÷åííþ àíîìàëüíèõ ðåëàêñà-

öiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, âëàñòèâîñòi ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ

ÿêèõ çìiíþþòüñÿ âiäïîâiäíî äî äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó.

Ó ðîáîòi ïðåäñòàâëåíî ëiòåðàòóðíèé îãëÿä âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñó-

þòüñÿ ïðîâiäíèõ äîñëiäæåíü àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöå-

ñiâ ó ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ. Çàçíà÷åíî îñíîâíi õàðàêòåðíi ðèñè, ÿêi âèäiëÿþòü

ïðîöåñè ç àíîìàëüíîþ ñòàòèñòèêîþ ç-ïîìiæ iíøèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ òà íà-

âåäåíî ïðèêëàäè ôiçè÷íèõ ÿâèù, ùî îïèñóþòüñÿ çãiäíî ç êîíöåïöi¹þ ïðîöåñiâ

Ëåâi. Îáãîâîðåíî äåÿêi êëþ÷îâi ìåòîäè îïèñó ñèñòåì ç àíîìàëüíîþ ïîâåäiíêîþ

òà ìîæëèâîñòi ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Çîêðåìà, çäiéñíåíî îãëÿä òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó

÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ðîçãëÿíóòî âèêîðèñòàííÿ ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà äëÿ

îïèñó ñòðèáêîïîäiáíèõ ÿâèù, à òàêîæ íàâåäåíî îñíîâíi çàñàäè ìåòîäó ñóáîð-

äèíàöiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà, ùî äîçâîëÿ¹ ïîáóäóâàòè çâ'ÿçîê ìiæ

ïiäõîäîì Ëàíæåâåíà òà íåïåðåðâíèìè ó ÷àñi âèïàäêîâèìè áëóêàííÿìè. Çâàæà-

þ÷è íà ïðîàíàëiçîâàíi ðåçóëüòàòè, îêðåñëåíî ðÿä âiäêðèòèõ çàâäàíü, âèðiøåííþ

ÿêèõ ïðèñâÿ÷åíà äèñåðòàöiéíà ðîáîòà.

Ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ïîëüîòiâ Ëåâi, äëÿ ÿêèõ ¹ õàðàêòåðíèìè äîâæèíè

ñòðèáêiâ âèïàäêîâèõ áëóêàíü iç âàæêèìè ðîçïîäiëàìè òà ÷àñè î÷iêóâàííÿ ïðî-

öåñó â ïîòî÷íîìó ïîëîæåííi iç íàäâàæêèìè ðîçïîäiëàìè. Còîõàñòè÷íèé ïðî-
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öåñ îïèñàíî â ìåæàõ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ïðè öüîìó

ãóñòèíà éìîâiðíîñòi çíà÷åííÿ äàíîãî ïðîöåñó (ïîëîæåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèí-

êè) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà. Âèêîðèñòàâøè äàíå ðiâíÿííÿ òà

àñèìïòîòèêè ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ, çíàéäåíî àñèìï-

òîòè÷íi ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêè äëÿ óñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó.

Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ÿâëÿþòü ñîáîþ ãðàíè÷íi (ó ÷àñi) ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ñïåöi-

àëüíèì ÷èíîì ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè, ÿêi ìàþòü âèãëÿä îáåðíå-

íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà ÿâíî íå çàëåæàòü âiä ÷àñó. Ïîêàçàíî, ùî öi ãðàíè÷íi

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi çàäàþòüñÿ òiëüêè ïàðàìåòðàìè ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèá-

êiâ ÷àñòèíêè, à âiäïîâiäíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ òàêîæ i ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ î÷i-

êóâàííÿ. Â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ, ãðàíè÷íi

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi áóäóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ i ÿâëÿòè ñîáîþ îäíî- àáî äâî-

ñòîðîííi ðîçïîäiëè ç ãiëêàìè, ÿêi ìàþòü âàæêi õâîñòè àáî ÿâëÿþòüñÿ âèêëþ÷íî

åêñïîíåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè. Âîäíî÷àñ îäåðæàíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ áóäå

âiäíåñåíî äî êëàñó ôóíêöié, ÿêi ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêèì

÷èíîì, äîñëiäæóâàíi ïîëüîòè Ëåâi çàâæäè áóäóòü äåìîíñòðóâàòè íàäïîâiëüíó

åâîëþöiþ.

Ó ðîáîòi çäiéñíåíî âñåái÷íèé àíàëiç ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi ìàñøòà-

áîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè. Iç îãëÿäó íà ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí ó

âèãëÿäi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, îòðèìàíî ¨õ çàïèñ ó ôîðìi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåí-

íÿ Ìåëëiíà òà ñïîðiäíåíèõ ç íèì 𝐻 -ôóíêöié Ôîêñà, ÿêi âiäiãðàþòü âàæëèâó

ðîëü â îïèñàííi àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ. Îêðiì öüîãî, ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè îòðè-

ìàíî ó âèãëÿäi ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, ùî ¹ çðó÷íèìè äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóí-

êiâ, à òàêîæ ó ôîðìi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Îñòàíí¹ ïðåäñòàâëåííÿ äîçâîëÿ¹

îòðèìàòè ïîâíèé àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, à òà-

êîæ ïîêàçó¹, ùî ãðàíè÷íi ðîçïîäiëè ¹ íîðìîâàíèìè íà îäèíèöþ, íåâiä'¹ìíèìè

òà óíiìîäàëüíèìè ôóíêöiÿìè. Îäåðæàíî àëüòåðíàòèâíå çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷-

íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, ÿêå áàçó¹òüñÿ íå íà ïðÿìîìó âèêîðèñòàííi ðiâíÿííÿ

Ìîíòðîëëà-Âåéññà, à ìà¹ çâ'ÿçîê ç óçàãàëüíåíèìè öåíòðàëüíèìè ãðàíè÷íèìè

òåîðåìàìè. Äî òîãî æ íàâåäåíî çâ'ÿçîê äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó iç ñèñòåìîþ
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ñóáîðäèíàöiéíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà. Çíàéäåíî óòî÷íåííÿ äî àñèìïòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè ðîçïîäiëiâ îðèãiíàëüíîãî (íåìàñøòàáîâàíîãî) ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè,

çàâäÿêè ÷îìó âäà¹òüñÿ êîðåêòíî îïèñàòè ¨õ õâîñòè ó âèïàäêàõ, ÿêùî ãðàíè÷íi

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ¹ åêñïîíåíöiàëüíèìè. Íà äîäàòîê ðîçðîáëåíî ìåòîä êîì-

ï'þòåðíîãî ìîäåëþâàííÿ äëÿ ðîçðàõóíêó ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi. Öåé

ìåòîä, ïîâ'ÿçàíèé iç ñòàòèñòèêîþ ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè çà óìî-

âè âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñó, äîçâîëèâ ÷èñåëüíî ðîçðàõóâàòè çíà÷åííÿ ãðàíè÷íèõ

ðîçïîäiëiâ ó âñiõ ðîçãëÿíóòèõ âèïàäêàõ. ßê íàñëiäîê, ïîêàçàíî, ùî ðåçóëüòàòè

÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ çíàõîäÿòüñÿ ó äóæå äîáðié âiäïîâiäíîñòi iç àíàëiòè÷íè-

ìè ïåðåäáà÷åííÿìè.

Íà îñíîâi òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü âèâ÷åíî ïðîöåñ

ðåëàêñàöi¨ äëÿ øèðîêîãî êëàñó äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ

¹ íåçàëåæíèìè îäèí âiä îäíîãî, à ¨õ âëàñòèâîñòi çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç äèõî-

òîìi÷íèì ïðîöåñîì. Îòðèìàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ ó

âèïàäêó äîâiëüíèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ñèñòåìè â �âåðõíüîìó�

òà �íèæíüîìó� ïîëîæåííi. Äàíå ðiâíÿííÿ ïîêàçó¹, ùî ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ

äâîðiâíåâèõ ñèñòåì ïðîöåñ ðåëàêñàöi¨ ¹ íåëîêàëüíèì òà ïðîÿâëÿ¹ åôåêòè ïàì'ÿ-

òi. Çà óìîâè, ùî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â �âåðõíüîìó�

i �íèæíüîìó� ïîëîæåííÿõ ìàþòü âàæêi òà/àáî íàäâàæêi õâîñòè, âèêîðèñòîâó-

þ÷è ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà i òàóáåðîâó òåîðåìó Êàðàìàòè, çíàéäåíî ïîâåäiíêó

çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó. Iç äîñëiäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî

âiäïîâiäíi ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè äåìîíñòðóâàòèìóòü ðiçíîìàíiòíi àíîìàëüíi ðå-

æèìè, ÿêèì âëàñòèâà ïîâiëüíà àáî íàäïîâiëüíà ïîâåäiíêà. Êðiì òîãî, âêàçàíî

äðîáîâi ðåëàêñàöiéíi ðiâíÿííÿ, äëÿ ÿêèõ îòðèìàíi ñòåïåíåâi ðåëàêñàöiéíi ôóíê-

öi¨ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó.

Ç-ïîìiæ iíøîãî, óâàãó çîñåðåäæåíî íà äîñëiäæåííi òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ùî-

äî ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ. Òàêi ðåçóëüòàòè âàæëèâi

ìîæëèâiñòþ àíàëiòè÷íîãî àíàëiçó ïîâåäiíêè äîñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ íå ëèøå ç

îãëÿäó íà àñèìïòîòè÷íèé ðåæèì, à é çà óìîâè áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ÷àñó. Êðiì òî-

ãî, âîíè äîçâîëÿþòü ïåðåâiðÿòè êîðåêòíiñòü îòðèìàíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿç-
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êiâ òà âèêîðèñòàíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ÷èñëîâèõ ñõåì. Çíàõîäæåííÿ òî÷íèõ ðå-

ëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ çäiéñíåíî äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ÷àñè î÷iêóâàííÿ ñèñòåìè â

ðiâíîâàæíèõ ïîëîæåííÿõ ðîçïîäiëåíi çãiäíî ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ãóñòèíàìè

éìîâiðíîñòi, à òàêîæ ìàþòü âàæëèâi â òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ ðîçïîäiëè

Åðëàíãà, Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà Ëåâi. Ïîêàçàíî, ùî âiäïîâiäíi ðîçïîäiëè ìîæóòü

îïèñóâàòè äåáà¹âñüêó ðåëàêñàöiþ, àíîìàëüíó ðåëàêñàöiþ iç ñêëàäíèì îñöèëþ-

þ÷èì õàðàêòåðîì ÷è òèïîâîþ äëÿ ïðîöåñiâ Ëåâi ñòåïåíåâîþ ïîâåäiíêîþ. Îäåð-

æàíî ðiâíÿííÿ òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ðiçíèöi ÷àñó

ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ïîëîæåííÿõ. Çíàéäåíî òî÷íi

ðîçâ'ÿçêè öüîãî ðiâíÿííÿ i ìîìåíòè ïåðøîãî òà äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ âèïàäêó,

ÿêùî äèõîòîìi÷íèé ïðîöåñ ¹ óçàãàëüíåíèì òåëåãðàôíèì ïðîöåñîì. Íà äîäàòîê

ïðîâåäåíî ÷èñëîâi ðîçðàõóíêè (êîìï'þòåðíå ìîäåëþâàííÿ òà ðîçâ'ÿçîê âiäïî-

âiäíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü), ÿêi öiëêîì âiäïîâiäàþòü óñiì àíàëiòè÷íî çíàéäå-

íèì ðåçóëüòàòàì.

Ключовi слова: ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè, àíîìàëüíèé òðàíñïîðò, âèïàäêîâi
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SUMMARY

Bystrik Yu.S. Anomalous transport and relaxation processes in stochastic

systems with ultraslow evolution. � Manuscript.

The thesis for the scienti�c degree of the candidate of physical and mathemati-

cal sciences by speciality 01.04.02 � theoretical physics. � Sumy State University;

Institute of Applied Physics, National Academy of Sciences of Ukraine, Sumy, 2019.

The thesis is devoted to the investigation of the evolution of transport processes

which allows to describe the behavior of ultraslow L�evy �ights, and to the studying

of the phenomenon of anomalous relaxation of two-state systems whose elements

evolve according to the dichotomous process.

The literature reviews of present outcomes which relate to the study of

anomalous transport and relaxation processes in stochastic systems were presented

in the thesis. The main features which highlight processes which contain L�evy stati-

stics among other random processes were indicated as well as examples of physical

phenomena which were described on the basis of L�evy processes. Some key methods

of the anomalous processes description were considered and possibilities of their

application were analyzed. Particularly, an overview of the theory of the continuous-

time random walk was made. Furthermore, the application of the Langevin equation

for description of the jump-like phenomena was considered, as well as an overview

of the method of the subordinated Langevin equations, which allows making a link

between the Langevin method and continuous-time random walk. Therefore, series

of open tasks for the thesis were outlined on the basis of the analysis of the studied

literature.

L�evy �ights for which the lengths of the jumps of random walks and waiting

times in a current position distributed with arbitrary heavy- and superheavy-tailed

probability densities, respectively, were revealed in the thesis. The stochastic process

was described within the continuous-time random walk theory and the probability

density of the value of this process (the position of the wandering particle) satis�-

es the Montroll-Weiss equation. The asymptotic in time solutions for all potential
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cases of the process under study were found using appropriate the Montroll-Weiss

equation as well as the asymptotic of jump length and waiting times distributions.

The asymptotic solutions are the limiting (in time) probability densities of a particle

position which was scaled in a special way and was presented as an inverse Fourier

transform. It is shown that these limiting probability densities were set only by the

parameters of the particle jump distribution. However, the corresponding scaling

functions were set also by the distributions of the waiting times. Depending on the

parameters of the lengths distribution of the particle's jumps, the limiting probabili-

ty densities will di�er signi�cantly. Thus, they will be one-or two-sided distributions

with heavy-tailed branches or the ones that are purely exponential functions. The

scaling functions which were found for this process related to a class of slowly varyi-

ng functions. Therefore, the L�evy �ights under study will always manifest extremely

slow evolution.

In the work a comprehensive analysis of the limiting probability densities of the

scaling particle position were carried out. On the basis of the representation of the

limiting probability densities in the form of Fourier transform, they were expressed

in terms of the inverse Mellin transform was obtained and related Fox 𝐻 -functions

as well which play an important role in description of anomalous processes. The

representations of the limiting probability densities as a power series and in the

form of the Laplace transform were obtained. This is convenient for the calculation

at small values of the variable and allows obtaining a complete asymptotic expansion

of the limiting probability density. As well as to show that the limiting probability

densities are the non-negative unimodal functions which are also properly normali-

zed. An alternative �nding of limiting probability densities which does not based

on the direct application of the Montroll-Weiss equation was obtained. This �nding

is linked to the generalized central limiting theorem. Also the connection between

the process under study and the system of subordinated Langevin equation was

demonstrated here. Moreover, the re�nement of the asymptotic behavior of the di-

stributions of the original particle position was found. The tails of these distributions

are described properly by this re�nement in cases if the limiting probability densi-
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ties have exponential branches. À numerical simulation method was developed to

calculate the limiting probability densities. This method is linked to the statisti-

cs of the scaled particle position at high value of time and allowed numerically to

calculate the value of the limiting probability densities in all necessary cases. It is

shown that the results of numerical simulation are perfectly in the line with the

analytical predictions.

The further investigations of the thesis is dedicated to the study of the relaxati-

on process for a broad class of two-level systems whose structural elements change in

compliance with the dichotomous process. This relaxation process was studied with

the use of the theory of the continuous-time random walk. An integral equation for

the law of relaxation was obtained in the event of arbitrary probability densities of

waiting time in the �upper� and �lower� positions from which it appeared that in

the general case of two-level systems the relaxation process is not local and it mani-

fests memory e�ects. If probability density has heavy or superheavy tails being in

the �upper� and �lower� positions the Laplace transform and Karamata's Tauberi-

an theorem was used to �nd the law of relaxation's behavior. Consequently, the

behavior of the relaxation laws under study in the conditions of large time values

was found and it showed that corresponding relaxation processes will be anomalous

and demonstrating a versatile slow and ultraslow behavior. In addition, at long ti-

mes the fractional relaxation equations were pointed for the class of the power-law

relaxation functions.

The part of the thesis is focused on obtaining exact results concerning relaxati-

on processes in two-state systems. The importance of these results is that they

allow analytically studying the behavior of the processes under consideration not

only in an asymptotic mode but at any value of time. Also they permit to check

the correctness of obtained asymptotic solutions and used approximate numerical

schemes. Finding exact relaxation laws was carried out for cases where the waiting

times of the system at the �upper� and �lower� positions are distributed according to

the exponential probability densities and also important in the theory of stochastic

processes Erlang, Mittag-Le�er and L�evy distributions. It is shown that the Debye
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relaxation can be described by corresponding distributions as well as anomalous

relaxation with a complex oscillating behavior or typical for L�evy processes relaxati-

on with a power-law decay. Among other things, an equation of the Montroll-Weiss

type was obtained for the probability density of the di�erence of the process time

in the upper and lower positions. Exact solutions of the equation were obtained as

well as the moments of the �rst and second order for the probability density if the

cases of exponential distribution of waiting times are symmetrical and asymmetri-

cal were found. Furthermore, numerical calculations (numerical simulation and the

solution of the corresponding integral equations) which are in full compliance with

all analytically obtained results were carried out.

Key words: stochastic processes, anomalous transport, random walks, L�evy

�ights, anomalous relaxation, Montroll-Weiss equation, heavy/superheavy tails.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåííÿ ñòàòèñòè÷íèõ, äèíàìi÷íèõ

òà ñòðóêòóðíèõ îñîáëèâîñòåé ñêëàäíèõ ñèñòåì ïîêàçóþòü, ùî áàãàòüîì ïðèðî-

äíèì ÿâèùàì ïðèòàìàííà ïîâiëüíà íåäåáà¨âñüêà ðåëàêñàöiÿ òà àíîìàëüíi äèôó-

çiéíi âëàñòèâîñòi. Òåîðåòè÷íî òà åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåäåíî, ùî ðåæèìè, ÿêi

ïðîÿâëÿþòü çàçíà÷åíó ïîâåäiíêó, ãðàþòü êëþ÷îâó ðîëü ó ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöå-

ñàõ, ÿêi ñïîñòåðiãàþòüñÿ ó òàêèõ ìàòåðiàëàõ, ÿê ñêëî, ðiäêi êðèñòàëè, êîëî¨äíi

ðîç÷èíè, ïîëiìåðè, ïðîòå¨íè i, íàâiòü, ó öiëèõ áiîëîãi÷íèõ îðãàíiçìàõ òà åêî-

ñèñòåìàõ. ×åðåç çíà÷íå ðîçïîâñþäæåííÿ ñèñòåì iç àíîìàëüíèìè âëàñòèâîñòÿ-

ìè âàæëèâîþ ïðîáëåìîþ ¹ ðîçâèíåííÿ ìåòîäiâ ¨õ îïèñó òà àíàëiçó. ×èñëåííi

ðåçóëüòàòè ïîêàçóþòü, ùî îñîáëèâî åôåêòèâíèì äëÿ öèõ öiëåé ¹ ôîðìàëiçì

íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü (continuous time random walks). Îñíî-

âîþ öüîãî ïiäõîäó ¹ iäåÿ ïðî òå, ùî ðîçãëÿäóâàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ õàðàê-

òåðèçó¹òüñÿ ïåâíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü çà ÷àñ ìiæ

äâîìà ïîñëiäîâíèìè ïåðåõîäàìè ñèñòåìè iç îäíîãî ñòàíó â iíøèé òà âåëè÷èíîþ

(ìiðîþ) äàíîãî ïåðåõîäó. Ïðîñòîòà öi¹¨ iäå¨ ðàçîì iç ïîòóæíiñòþ òà ãíó÷êiñòþ

ó çàñòîñóâàííi äà¹ ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî îïèñóâàòè ïðîöåñè, ÿêi íà çíà÷íèõ

÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ ìàþòü íåãàóññîâó ñòàòèñòèêó.

Íàéáiëüø ðîçïîâñþäæåíi àíîìàëüíi äèôóçiéíi ÿâèùà õàðàêòåðèçóþòüñÿ

íåëiíiéíèì ó ÷àñi ñòåïåíåâèì ðîñòîì äèñïåðñi¨ ïðîöåñó. Îäíàê äèñïåðñiÿ ìî-

æå áóòè íåñêií÷åííîþ, i òîäi äîöiëüíî ãîâîðèòè íå ïðî äèôóçiéíi ïðîöåñè, à

ïðî ïðîöåñè ïåðåíîñó (òðàíñïîðòíi ïðîöåñè). Íàïðèêëàä, öå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ

ó âèïàäêó ïîëüîòiâ Ëåâi (L�evy �ights), äëÿ ÿêèõ äèñïåðñiÿ êîæíîãî ñòðèáêà

÷àñòèíêè, à òîìó i ¨¨ ðåçóëüòóþ÷îãî ïîëîæåííÿ, ¹ íåñêií÷åííîþ. Âñòàíîâëåíî,

ùî ïîëüîòè Ëåâi îïèñóþòü òàêi ÿâèùà, ÿê iíäóêîâàíi ñïàëàõàìè ñâiòëà ÷è iì-

ïóëüñàìè íàïðóãè òðàíçèòíi òîêè â àìîðôíèõ ñåðåäîâèùàõ, ðîçïîâñþäæåííÿ

ôîòîíiâ â àòìîñôåði òà ñêëi Ëåâi, ìiãðàöiþ òâàðèí, ðóõ áàêòåðié, îáìií ðå-

÷îâèí âñåðåäèíi æèâèõ êëiòèí, ñåéñìi÷íó àêòèâíiñòü, à òàêîæ ìîäåëþþòü iíøi

ÿâèùà ôiçè÷íî¨, áiîëîãi÷íî¨ òà ôiíàíñîâî¨ ïðèðîäè. Âîäíî÷àñ àíîìàëüíi íåäåáà-
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¹âñüêi ðåëàêñàöiéíi çàëåæíîñòi â òiëàõ çi ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ ÷àñòî âèðàæåíi

áiëüø ïîâiëüíèì, íiæ åêñïîíåíöiàëüíèì, çàêîíîì Êîëüðàóøà-Óiëüÿìñà-Óîòòñà

(óïîâiëüíåíîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ), à ó äåÿêèõ âèïàäêàõ âçàãàëi ñòå-

ïåíåâèì ñïàäàííÿì ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨. Òàê, íåäåáà¹âñüêi ðåæèìè ðåëàêñà-

öi¨ ñïîñòåðiãàþòüñÿ â íåâïîðÿäêîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ, äiåëåêòðèêàõ, êîëî¨äíèõ

ñèñòåìàõ, àìîðôíèõ òiëàõ, ïîëiàíiëiíîâèõ ïëiâêàõ, íàäîõîëîäæåíèõ ðiäèíàõ,

áiëêîâèõ àìiíîêèñëîòàõ òîùî.

Iñíó¹ êëàñ íàäïîâiëüíèõ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ, äëÿ ÿêèõ åâîëþöiÿ ñèñòåìè

âiäáóâà¹òüñÿ íàâiòü ïîâiëüíiøå, íiæ ñòåïåíåâèì ÷èíîì. Íàé÷àñòiøå ìàñøòàáíi

âëàñòèâîñòi òàêèõ ïðîöåñiâ õàðàêòåðèçóþòüñÿ ëîãàðèôìi÷íèì çðîñòàííÿì äèñ-

ïåðñi¨ (ÿêùî âîíà iñíó¹) òà îáåðíåíèì ëîãàðèôìi÷íèì ñïàäàííÿì ðåëàêñàöiéíî¨

ôóíêöi¨. Ïðîòå íàäïîâiëüíi ïðîöåñè íå îáìåæóþòüñÿ ëèøå ïîäiáíîþ ïîâåäií-

êîþ. Çîêðåìà, â ðàìêàõ ïiäõîäó íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îïèñàíî

ìîäåëü íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨, ÿêà óçàãàëüíþ¹ âiäîìi äî öüîãî ÷àñó çàêîíè äè-

ôóçi¨ òàêîãî òèïó. Àêòóàëüíèì çàâäàííÿì ¹ ïîáóäîâà òåîðåòè÷íèõ ìîäåëåé òà

ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìåòîäiâ âèâ÷åííÿ íàäïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàê-

ñàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ÷èÿ ïîâåäiíêà âèõîäèòü çà ðàìêè äèôóçiéíî¨ (íàâiòü àíî-

ìàëüíîãî òèïó) òà òèïîâî¨ ðåëàêñàöiéíî¨. Òàêi äîñëiäæåííÿ ðîçøèðþþòü âiäîìi

çíàííÿ ïðî êëàñ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ òà â ïîäàëüøîìó ìîæóòü áóòè âèêîðèñ-

òàíi äëÿ àíàëiçó ôiçè÷íèõ ñèñòåì ç âiäïîâiäíîþ ïîâåäiíêîþ.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Äè-

ñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíàíà íà êàôåäði åëåêòðîíiêè, çàãàëüíî¨ òà ïðèêëàäíî¨

ôiçèêè Ñóìñüêîãî äåðæàâíîãî óíiâåðñèòåòó. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè îòðèìàíî ïiä

÷àñ âèêîíàííÿ äåðæáþäæåòíèõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ ðîáiò: �Âèìóøåíà òà ñïîí-

òàííà ìàãíiòíà äèíàìiêà ñèñòåì îäíîîñíèõ íàíî÷àñòèíîê�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ

(� 010U001379, 2011 ð.); �Àíîìàëüíi äèôóçiéíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi

êëàñè÷íèõ òà êâàíòîâèõ áëóêàíü ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì�, çà ïiäòðèìêè ÌÎÍ

(� 0112U001383, 2012 � 2014 ðð.); �Ìàãíiòíi, òåïëîâi òà òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñ-

òi ïåðiîäè÷íî çáóäæåíèõ ñèñòåì ôåðîìàãíiòíèõ íàíî÷àñòèíîê�, çà ïiäòðèìêè

ÌÎÍ (� 0116U002622, 2016 � 2018 ðð.); �Ñïðÿìîâàíèé òðàíñïîðò òà äèñèïà-
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öiÿ åíåðãi¨ â ñèñòåìàõ ôåðîìàãíiòíèõ íàíî÷àñòèíîê i ìàãíiòíèõ ñêiðìiîíiâ�, çà

ïiäòðèìêè ÌÎÍ (� 0119U100772, 2019 ð.).

Мета i завдання дослiдження. Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ ïîñëiäîâ-

íå òåîðåòè÷íå äîñëiäæåííÿ åâîëþöi¨ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà àíîìàëüíèõ

ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íåïåðåðâ-

íèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ ïîñòàâëåíî¨ ìåòè íåîáõiäíî âèðiøèòè òàêi çàâäàííÿ:

∙ óçàãàëüíèòè ìåòîä íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü íà âèïàäîê

âàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ ïðîöåñó òà íàäâàæêèõ õâîñòiâ ðîç-

ïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè;

∙ çíàéòè âñi ìîæëèâi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi òà âiäïîâiäíi ¨ì ìàñø-

òàáóþ÷i ôóíêöi¨ ÷àñó, ùî âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íàäïîâiëüíèõ

ïîëüîòiâ Ëåâi;

∙ ïðîâåñòè êëàñèôiêàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà ìàñøòàáóþ÷èõ

ôóíêöié â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷i-

êóâàííÿ ìiæ íèìè;

∙ çíàéòè àëüòåðíàòèâíi ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, ç

¨õ äîïîìîãîþ äåòàëüíî ïðîàíàëiçóâàòè âëàñòèâîñòi öèõ ãóñòèí, òà ïîðiâíÿòè

àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè ç ðåçóëüòàòàìè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ;

∙ â ðàìêàõ ìîäåëi íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü îòðèìàòè ðiâ-

íÿííÿ ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ ¹ íåçàëåæ-

íèìè i åâîëþöiîíóþòü ó âiäïîâiäíîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì;

∙ âèçíà÷èòè âñi ìîæëèâi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ

ñèñòåìàõ äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ðîçïîäiëè ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðî-

öåñó ó äâîõ ñâî¨õ ñòàíàõ ìàþòü âàæêi òà/àáî íàäâàæêi õâîñòè;

∙ çíàéòè òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ òà ïîðiâíÿòè ¨õ, à òàêîæ

àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨, ç îòðèìàíèìè øëÿõîì ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàí-

íÿ ðåçóëüòàòàìè.

Об’єкт дослiджень. Ïðîöåñè åâîëþöi¨ â íåðiâíîâàæíèõ ñèñòåìàõ, ïàðàìåò-

ðè ñòàíó ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ïîâiëüíèìè òà íàäïîâiëüíèìè âèïàäêîâèìè áëóêàí-
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íÿìè ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì.

Предмет дослiджень. Òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi ñòîõàñòè-

÷íèõ ñèñòåì iç àíîìàëüíî ïîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ.

Методи дослiджень. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ àíî-

ìàëüíî ïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi ìåòîäiâ

ñòàòèñòè÷íî¨ òà ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè, òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì, ìåòîäiâ ÷è-

ñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Çîêðåìà, ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ

Ëåâi çíàõîäèëàñÿ iç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëó-

êàíü, òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà. Âiäïîâiäíi ãðàíè÷íi

ðîçïîäiëè òà ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ çíàõîäèëèñÿ çà äîïîìîãîþ ïiäõîäiâ, ùî áà-

çóþòüñÿ íà ìåòîäàõ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü, àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó òà òàó-

áåðîâî¨ òåîði¨. Äëÿ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé îòðèìàíèõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ âè-

êîðèñòîâóâàëèñÿ çíàííÿ iç òåîði¨ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié òà òåîði¨ ôóíêöié êîìï-

ëåêñíî¨ çìiííî¨. Ïðè îòðèìàííi ðåëàêñàöiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì

âèêîðèñòîâóâàëèñÿ ïiäõîäè òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, òåîði¨

éìîâiðíîñòåé òà îïåðàöiéíîãî ÷èñëåííÿ. Äîñëiäæåííÿ ðîç'ÿçêiâ ðåëàêñàöiéíîãî

ðiâíÿííÿ ïðîâîäèëîñÿ, âèõîäÿ÷è iç ìåòîäiâ àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó, òàóáåðîâî¨

òåîði¨, à òàêîæ êîìïëåêñíîãî iíòåãðóâàííÿ. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ çäiéñíþâàëî-

ñÿ íà îñíîâi ìåòîäó Ìîíòå-Êàðëî iç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäiâ ãåíåðóâàííÿ âèïàä-

êîâèõ âåëè÷èí iç çàäàíèìè ðîçïîäiëàìè, à ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü áàçóâàâñÿ íà ìåòîäi êâàäðàòóð.

Наукова новизна одержаних результатiв:

∙ Âïåðøå çàïðîïîíîâàíî òåîðiþ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî áàçó¹òüñÿ

íà íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàííÿõ, äëÿ ÿêèõ ðîçïîäiëè ÷àñiâ î÷iêó-

âàííÿ ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè õàðàêòåðèçóþòüñÿ íàäâàæêèìè õâîñòàìè,

à ðîçïîäiëè äîâæèí ñòðèáêiâ � âàæêèìè õâîñòàìè.

∙ Âïåðøå çíàéäåíî âñi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi äëÿ íàäïîâiëüíèõ

ïîëüîòiâ Ëåâi òà ïðîâåäåíî ¨õ ïîâíó êëàñèôiêàöiþ â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ

ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè.

∙ Âèçíà÷åíî ðiçíi ôîðìè ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ
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íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî âèêîðèñòîâóþòü iíòåãðàëüíi ïåðåòâîðåííÿ, 𝐻 -

ôóíêöi¨ Ôîêñà òà øâèäêî çáiæíi ñòåïåíåâi ðÿäè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ âïåðøå

ïðîâåäåíî äåòàëüíèé àíàëiç ïîâåäiíêè öèõ ãóñòèí, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ çíàé-

äåíî ¨õ ÿâíi âèðàçè â òåðìiíàõ ïðîñòèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

∙ Â ðàìêàõ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü âïåðøå ïîáó-

äîâàíî ìîäåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ñòðóêòóðíi åëå-

ìåíòè ÿêèõ íåçàëåæíi i çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì, ðîçïîäiëè

÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ÿêîãî ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ õàðàêòåðèçóþòüñÿ

âàæêèìè òà/àáî íàäâàæêèìè õâîñòàìè.

∙ Âïåðøå çíàéäåíî âñi àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äëÿ äâîðiâíåâèõ

ñèñòåì ç âàæêèìè òà/àáî íàäâàæêèìè õâîñòàìè çàçíà÷åíèõ ðîçïîäiëiâ, ïðîâå-

äåíî ¨õ êëàñèôiêàöiþ, à â îêðåìèõ âèïàäêàõ îòðèìàíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨.

Практичне значення одержаних результатiв. Îäåðæàíi ó äèñåðòà-

öi¨ ðåçóëüòàòè ïîãëèáëþþòü ôóíäàìåíòàëüíi óÿâëåííÿ ïðî ñòàòèñòè÷íi âëàñ-

òèâîñòi ñèñòåì iç àíîìàëüíî ïîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ òà ðîçâèâàþòü ìåòîäè ¨õ

îïèñó. Çîêðåìà, â ðîáîòi äîñëiäæåíî òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi íàäïîâiëüíèõ ïî-

ëüîòiâ Ëåâi, äëÿ ÿêèõ ¹ õàðàêòåðíèìè äîâãi ñòðèáêîïîäiáíi ïåðåõîäè ìiæ ñòà-

íàìè, à ¨õ åâîëþöiÿ � íàáàãàòî ïîâiëüíiøà çà ñòåïåíåâó. Êðiì òîãî, äåòàëüíî

ðîçãëÿíóòî ïåðåáiã ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ùî çìiíþ-

þòüñÿ çãiäíî ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì. Òàêi äâîðiâíåâi ñèñòåìè àïðîêñèìóþòü

âåëèêó êiëüêiñòü áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåì i îñîáëèâî çðó÷íi äëÿ ¨õ àíàëiçó ó ðàçi

ïîâiëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ òà íàäïîâiëüíîþ ïîâåäiíêè ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ. ßê

íàñëiäîê, êîëî äîñëiäæåíèõ àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöå-

ñiâ ðîçøèðåíî äî êëàñó òèõ, ùî ïðîÿâëÿþòü íàäïîâiëüíó åâîëþöiþ.

Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ìîäåëþâàííi òà ïðîãíîçó-

âàííi ïîâåäiíêè øèðîêîãî êîëà ñèñòåì, â òîìó ÷èñëi ìàãíiòíèõ, iç àíîìàëüíîþ

åâîëþöi¹þ, à òàêîæ ïðè îáðîáöi âiäïîâiäíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ iíôîðìàöi¨. Â îêðåìèõ

âèïàäêàõ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îïèñóþòü çàëåæíîñòi, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ äëÿ

àíîìàëüíî ïîâiëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ïîâ'ÿçàíèõ ç óùiëüíåííÿì ãðà-

íóëüîâàíèõ ìàòåðiàëiâ òà àäñîðáöi¹þ-äåñîðáöi¹þ ðå÷îâèí ïîâåðõíÿìè ñóáñòðà-
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òiâ. Äî òîãî æ îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè äîñëiäæåííi

îñîáëèâîñòåé ðóõó âàêàíñié ó íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ, çàõîïëåííi îá'¹êòiâ

äèñëîêàöiÿìè i ò.ä.

Особистий внесок дисертанта ïîëÿãà¹ ó ïîøóêó òà àíàëiçi ëiòåðàòóð-

íèõ äæåðåë, à òàêîæ ïðîâåäåííi íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ çà òåìîþ äèñåðòàöi¨.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ áàçóþòüñÿ íà äîñëiäæåííÿõ, çäiéñíåíèõ ÿê ó ñïiâïðàöi ç

íàóêîâèì êåðiâíèêîì � ä-ð. ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîðîì Ñ. I. Äåíèñîâèì, òàê

i îñîáèñòî àâòîðîì. Ïîñòàíîâêà ìåòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè, íàóêîâèõ çàâäàíü,

ìåòîäiâ ¨õ âèðiøåííÿ òà àíàëiçó, à òàêîæ îáãîâîðåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ

ïðîâîäèëàñÿ ðàçîì iç íàóêîâèì êåðiâíèêîì. Çäîáóâà÷ áðàâ ó÷àñòü íà âñiõ åòà-

ïàõ íàóêîâîãî äîñëiäæåííÿ: ó ïðîâåäåííi àíàëiòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ òà ÷èñëîâîãî

ìîäåëþâàííÿ, àíàëiçi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, îôîðìëåííi òà ïóáëiêàöi¨ íàóêî-

âèõ ïðàöü.

Ó ðîáîòi [1] àâòîð ïðèéìàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó çíàõîäæåííi ãðàíè÷íèõ

ãóñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ ñèìåòðè÷íèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà ¨õ ïðåäñòàâ-

ëåííi ó âèãëÿäi ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié.

Ó ðîáîòi [2] àâòîð áðàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó òà ÷èñëîâîìó çíàõîäæåííi

àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ íàä-

ïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, àíàëiçi ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà îòðèìàííi ¨õ

àëüòåðíàòèâíèõ ïðåäñòàâëåíü.

Ó ðîáîòàõ [3, 4], âèêîðèñòîâóþ÷è ìîäåëü íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêî-

âèõ áëóêàíü ç íàäâàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ïðîöåñó ìiæ

ñòðèáêàìè, àâòîðîì çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì òà ïðîâåäåíî äåòàëüíå ÷èñëîâå

äîñëiäæåííÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi òà íàäïîâiëüíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Ó ðîáîòi [5] àâòîð áðàâ ó÷àñòü ó âèâåäåííi ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ

ñèìåòðè÷íî¨ äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè, àíàëiòè÷íîìó îòðèìàííi àñèìïòîòè÷íèõ ñïiâ-

âiäíîøåíü äëÿ àíîìàëüíèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ òà ó ÷èñëîâîìó äîñëiäæåííi ðîç-

ãëÿäóâàíèõ ïðîöåñiâ.

Ó ðîáîòi [6] àâòîðîì äèñåðòàöi¨ çíàéäåíî ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ íåñèìå-

òðè÷íî¨ ìîäåëi äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè, à òàêîæ éîãî àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ó ðàçi
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ïîâiëüíî¨ òà íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨. Êðiì òîãî, ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé ðîç'ÿçîê

iíòåãðàëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ ðiâíÿíü òà ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ äîñëiäæóâàíîãî

ïðîöåñó.

Ó ðîáîòàõ [7,8] àâòîð ïðèéìàâ ó÷àñòü ó àíàëiòè÷íîìó òà ÷èñëîâîìó çíàõîä-

æåííi òî÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ ñòðèáêîïîäiáíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, ùî ìîäå-

ëþþòüñÿ ðiâíÿííÿì Ëàíæåâåíà ç áiëèì øóìîì Ïóàññîíà.

Îñíîâíà ÷àñòèíà íàóêîâèõ ðåçóëüòàòiâ îñîáèñòî ïðåäñòàâëÿëàñü äèñåðòàí-

òîì íà íàöiîíàëüíèõ i ìiæíàðîäíèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñåìiíàðàõ [9�16].

Óñi íàóêîâi ïîëîæåííÿ òà âèñíîâêè, âèíåñåíi íà çàõèñò, íàëåæàòü àâòîðó äèñåð-

òàöi¨.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè äèñåð-

òàöiéíî¨ ðîáîòè îïðèëþäíåíî òà îáãîâîðåíî íà íàñòóïíèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñåìi-

íàðàõ: Proceedings of the 3rd International Conference �Quantum Electrodynamics

and Statistical Physics� (Kharkiv, 2011 ð.); Íàóêîâî-òåõíi÷íié êîíôåðåíöi¨ �Ôi-

çèêà, åëåêòðîíiêà, åëåêòðîòåõíiêà� (Ñóìè, 2011, 2012, 2013, 2015 ðð.); The 2nd

International Conference �Nanomaterials: Applications and Properties� (Alushta,

2012 ð.); Øêîëà-ñåìiíàð �Áàãàòîìàñøòàáíå ìîäåëþâàííÿ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ó

êîíäåíñîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ� (Ñóìè, 2014 ð.); Íàóêîâî-òåõíi÷íié êîíôåðåíöi¨

�Iíôîðìàòèêà, ìàòåìàòèêà, àâòîìàòèêà� (Ñóìè, 2019 ð.).

Публiкацiї. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè îïóáëiêîâàíi ó 16 íàóêîâèõ

ïðàöÿõ, iç íèõ: 5 ñòàòåé ó ïðîâiäíèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ, ùî iíäåêñóþòüñÿ íàó-

êîìåòðè÷íèìè áàçàìè Scopus òà Web of Science; 2 ñòàòòi ó ïðîâiäíîìó ôàõîâîìó

æóðíàëi, ùî iíäåêñó¹òüñÿ íàóêîìåòðè÷íîþ áàçîþ Scopus; 1 ñòàòòÿ ó ìàòåðiàëàõ

Ìiæíàðîäíî¨ íàóêîâî¨ êîíôåðåíöi¨ òà 8 òåç äîïîâiäåé êîíôåðåíöié.

Структура та обсяг роботи. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ iç âñòó-

ïó, ï'ÿòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ïåðåëiêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêiâ. Çìiñò

äèñåðòàöi¨ âèêëàäåíî íà 240 ñòîðiíêàõ äðóêîâàíîãî òåêñòó, ç ÿêèõ 168 ñòîðiíîê

îñíîâíîãî òåêñòó, ùî ìiñòèòü 23 ðèñóíêà. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ñêëàäà-

¹òüñÿ iç 381 íàéìåíóâàííÿ, ðîçìiùåíîãî íà 32 ñòîðiíêàõ.
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РОЗДIЛ 1

АНОМАЛЬНI СТОХАСТИЧНI ПРОЦЕСИ ТА МЕТОДИ ЇХ

ОПИСУ

Ó 1905 ðîöi À. Åéíøòåéí ó ñâî¨é ôóíäàìåíòàëüíié ðîáîòi [17] ïîêàçàâ, ÿê iç

ïîñòóëàòiâ êiíåòè÷íî¨ òåîði¨ ñëiäó¹, ùî ìiêðîñêîïi÷íi ÷àñòèíêè ó ðiäèíi ïîâèííi

çäiéñíþâàòè áåçïåðåðâíèé õàîòè÷íèé ðóõ. Åéíøòåéí çíàéøîâ çàêîíè òàêîãî

ðóõó (ÿêèé áóëî íàçâàíî áðîóíiâñüêèì) òà âñòàíîâèâ, ùî çà âiäñóòíîñòi çîâíiø-

íiõ ñèë âií ¹ äèôóçiéíèì. Öÿ ðîáîòà âiäðàçó ñòàëà ïðîðèâîì, ÿê iç òî÷êè çîðó

ðîçóìiííÿ ïðèðîäè ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, òàê i ðîçóìiííÿ ïðèðîäè âçàãàëi.

Íàïðèêëàä, ðîçãëÿä ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ðîçïîäiëó ÷àñòèíîê ó ãðàâiòàöiéíîìó

ïîëi ïðèâîäèâ äî êiëüêiñíèõ ñïiââiäíîøåíü, ùî íå òiëüêè äàëè ìîæëèâiñòü iç

íàéáiëüøîþ íà òîé ìîìåíò òî÷íiñòþ âèçíà÷èòè ñòàëó Àâîãàäðî, à é âçàãàëi

åêñïåðèìåíòàëüíî äîâåñòè iñíóâàííÿ àòîìiâ òà ìîëåêóë [18].

Çàïðîïîíîâàíèé âèäàòíèì â÷åíèì ïiäõiä ñòîÿâ ó âèòîêiâ ñó÷àñíèõ çàñàä äî

âèâ÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ òà âiäðàçó íàäèõíóâ iíøèõ äîñëiäíèêiâ (â ïåð-

øó ÷åðãó òàêèõ â÷åíèõ, ÿê Ì. Ñìîëóõîâñüêèé òà Ï. Ëàíæåâåí) äî îòðèìàííÿ

âàæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ ó âèâ÷åííi ìîëåêóëÿðíîãî ðóõó. Òàê, Ñìîëóõîâñüêèé ó

1906 ðîöi ñôîðìóëþâàâ ÷èñòî éìîâiðíiñíèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ ïðîáëåìè äèôó-

çi¨ [19], ùî ìiñòèâ ó ñîái êîíöåïöiþ, ÿêó çàðàç ïðèéíÿòî íàçèâàòè âèïàäêîâèìè

áëóêàííÿìè. Â ñâîþ ÷åðãó â 1908 ðîöi Ëàíæåâåí ïðåäñòàâèâ êîíöåïòóàëüíî ií-

øèé ïiäõiä äî âèâ÷åííÿ äàíî¨ ïðîáëåìè [20], ÿêèé áàçóâàâñÿ íà iäå¨ ñòîõàñòè÷íèõ

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü. Öi äâà ïiäõîäè (âèïàäêîâi áëóêàííÿ òà ñòîõàñòè÷íi

äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ) é äîñi ¹ ôóíäàìåíòîì äëÿ ñó÷àñíî¨ ñòàòèñòè÷íî¨ ôi-

çèêè.

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî âïåðøå äèôóçiéíå ðiâíÿííÿ ç'ÿâèëîñÿ ùå äî ïîáóäîâè

ìîäåëi áðîóíiâñüêîãî ðóõó â 1900 ðîöi â äèñåðòàöi¨ Ë. Áàøåëü¹ [21], ÿêà áóëà

ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó åâîëþöi¨ ðèíêîâèõ öií. À îñü òåðìií

�âèïàäêîâi áëóêàííÿ� òà ñõåìà öi¹¨ êëàñè÷íî¨ â íàø ÷àñ ìîäåëi âïåðøå áóëà

çàïðîïîíîâàíà Ê. Ïiðñîíîì ó 1905 ðîöi (ÿê i ðîáîòà Åéíøòåéíà) ó ëèñòi äî
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÷èòà÷iâ æóðíàëà �Nature� [22]. Õî÷à ïåðøi äîñëiäæåííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü

áåðóòü ïî÷àòîê ùå ç XVII ñòîði÷÷ÿ i ïîâ'ÿçàíi ç àçàðòíèìè iãðàìè.

Ïèòàííÿ Ïiðñîíà, ÿê i åêñïåðèìåíòè áîòàíiêà Áðîóíà ïî ñïîñòåðåæåííþ

ðóõó ïèëîê ó âîäi [23], áóëî ìîòèâîâàíå áiîëîãi÷íîþ ïðîáëåìîþ, ÿêó âií ñôîð-

ìóëþâàâ ó òàêîìó âèãëÿäi: �Чоловiк стартує iз точки 0 i йде 𝑙 ярдiв по пря-

мiй лiнiї; потiм вiн повертає на будь-який кут i знову йде 𝑙 ярдiв вздовж

наступної прямої лiнiї. Вiн повторює цей процес 𝑛 разiв. Мене цiкавить ймо-

вiрнiсть того, що пiсля цих 𝑛 крокiв вiн буде на вiдстанi мiж 𝑟 та 𝑟 + 𝑑𝑟

вiд початкової точки 0 .� Âiäïîâiäü íà öå ïèòàííÿ âiäðàçó áóëà äàíà ëîðäîì

Ðåëå¹ì ó òîìó æ âèïóñêó æóðíàëó �Nature� [24]. Âií ïîêàçàâ, ùî ïðè âåëèêié

êiëüêîñòi êðîêiâ 𝑛 øóêàíà éìîâiðíiñòü äëÿ äàíîãî içîòðîïíîãî âèïàäêó áóäå

ïðÿìóâàòè äî âåëè÷èíè 𝑃𝑛(𝑟)𝑑𝑟 , äå ãóñòèíà éìîâiðíîñòi

𝑃𝑛(𝑟) ∼ 2𝑟

𝑙2𝑛
𝑒−𝑟

2/𝑙2𝑛. (1.1)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ îòðèìàííÿ ðîçïîäiëó â äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò

(òîáòî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃𝑛(𝑥, 𝑦) ) äîñòàòíüî ïîäiëèòè âèðàç ñïðàâà â ôîð-

ìóëi (1.1) íà 2𝜋𝑟 . Âîäíî÷àñ Ðåëåé çàçíà÷èâ, ùî âií ðîçâ'ÿçàâ áiëüø çàãàëüíó

çàäà÷ó ùå â 1880 ðîöi, äîñëiäæóþ÷è ñóïåðïîçèöiþ çâóêîâèõ õâèëü â ãåòåðîãåí-

íèõ ñåðåäîâèùàõ. À ïîâíå ðiøåííÿ ïðîáëåìè äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè äîâæèí

êðîêiâ áóëî äàíî Êëþéâåðîì ó 1906 ðîöi [25, 26]. ßê ìè áà÷èìî iç ôîðìóëè

(1.1), äèñòàíöiÿ âiäõèëåííÿ áëóêàþ÷îãî îá'¹êòó âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò ìàñøòà-

áó¹òüñÿ ÿê êâàäðàòíèé êîðiíü iç êiëüêîñòi êðîêiâ (òîáòî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå

âiäõèëåííÿ ÷àñòèíêè ⟨𝑟2⟩∝𝑛 ), ùî ¹ òèïîâèì äëÿ äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ.

Çàçíà÷èìî, ùî îïèñ Åéíøòåéíà ðóõó çàâèñëèõ ó ðiäèíi ÷àñòèíîê áàçóâàâñÿ

íà òðüîõ íàñòóïíèõ ïîñòóëàòàõ:

∙ ðóõ ðiçíèõ ÷àñòèíîê ¹ íåçàëåæíèì, à òîìó çàãàëüíó ïðîáëåìó ìîæíà

ðîçãëÿäàòè íà ïðèêëàäi ëèøå îäíi¹¨ ÷àñòèíêè (öÿ óìîâà çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ,

ÿêùî êîíöåíòðàöiÿ ÷àñòíèíîê ¹ äîñèòü ìàëîþ);

∙ iñíó¹ òàêèé iíòåðâàë ÷àñó Δ𝑡 , çà ÿêèé ïåðåìiùåííÿ îäíi¹¨ ÷àñòèíêè âïðî-
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äîâæ ðiçíèõ Δ𝑡 -iíòåðâàëiâ ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê íåçàëåæíi (óìîâà øâèäêî¨

äåêîðåëÿöiÿ);

∙ iñíó¹ êiíöåâå ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ 𝜎2 ÷àñòèíêè âïðîäîâæ

êîæíîãî òàêîãî iíòåðâàëó Δ𝑡 .

Çâåðíåìî óâàãó, ùî äðóãèé ïîñòóëàò ãàðàíòó¹ ìàðêiâñüêó ïðèðîäó ïåðå-

ìiùåííÿ íà ÷àñîâèõ ìàñøòàáàõ, ùî áiëüøi çà Δ𝑡 ; à òðåòèé � âiäïîâiäà¹ çà

çáiæíiñòü ðîçãëÿäóâàíîãî ïðîöåñó äî íîðìàëüíî¨ äèôóçi¨. Òàêîæ çàóâàæèìî,

ùî àíàëîãi÷íi ïðèïóùåííÿ ¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ îïèñó äèôóçiéíèõ ñòîõàñòè÷-

íèõ ïðîöåñiâ i íà îñíîâi iíøèõ çãàäóâàíèõ ïiäõîäiâ (âèïàäêîâèõ áëóêàíü òà

ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü).

Ïðîòå iíòåíñèâíi òåîðåòè÷íi òà åêñïåðèìåíòàëüíi äîñëiäæåííÿ ïîêàçóþòü

[27�34], ùî äëÿ øèðîêîãî ðÿäó ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ óìîâè øâèäêî¨ äåêîðåëÿ-

öi¨ òà/àáî êiíöåâîñòi ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íîãî âiäõèëåííÿ ïåðåìiùåííÿ ÷àñòèí-

êè ìîæóòü ïîðóøóâàòèñü. Ó öèõ âèïàäêàõ â ñèñòåìi ñïîñòåðiãàþòüñÿ åôåêòè

ïàì'ÿòi, íåëèíiéíèé ðiñò äèñïåðñi¨ ïðîöåñó, âiäõèëåííÿ âiä íîðìàëüíîãî ðîçïî-

äiëó, ïîðóøåííÿ åðãîäè÷íîñòi òîùî. Äîñëiäæåííÿ òàêèõ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ

ìîæå çíà÷íî óñêëàäíþâàòèñÿ ó ïîðiâíÿííi ç òèïîâèìè i íå ïiääàâàòèñÿ îïè-

ñó, ùî áàçó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ çàñàäàõ. Ó öüîìó ðàçi ïîòðiáíî âiäøòîâõóâàòè-

ñÿ âiä óçàãàëüíåíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà, óçàãàëüíåíèõ öåíòðàëüíèõ ãðàíè÷íèõ

òåîðåì, íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ìåòîäiâ äðîáîâî¨ êiíåòèêè òî-

ùî [29,32,35�39].

1.1. Аномальнi транспортнi та релаксацiйнi закони

Çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ íàóêîâèé ïðîãðåñ âiäêðèâ äîðîãó äëÿ âñå íîâèõ åêñ-

ïåðèìåíòàëüíèõ äîñëiäæåíü òà âñå òî÷íiøèõ òåõíîëîãié, ÿêi äîçâîëèëè áåççà-

ïåðå÷íî äîâåñòè iñíóâàííÿ âåëè÷åçíî¨ êiëüêîñòi ñêëàäíèõ ñèñòåì, ÷èÿ ÷àñîâà

åâîëþöiÿ ñóòò¹âî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñòàíäàðòíèõ çàêîíiâ [30, 40, 41]. Íàãàäà¹ìî,

ùî ïiä ñêëàäíèìè ðîçóìiþòü ñèñòåìè, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ çíà÷íîþ ðiçíîìà-

íiòíiñòþ ñòðóêòóðíèõ îäèíèöü, ñèëüíèìè âçà¹ìîäiÿìè ìiæ íèìè, àáî íåïåðåä-
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áà÷óâàíîþ ÷è àíîìàëüíîþ ïîâåäiíêîþ [42].

ßâèùå ðåëàêñàöi¨ îïèñó¹ ïðîöåñ ïåðåõîäó ñèñòåìè ìiæ ¨¨ ðiâíîâàæíèìè ñòà-

íàìè òà ìiñòèòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî çàãàëüíi ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè

â ñèñòåìi. Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ çàêîí ðåëàêñàöi¨ âiäðiçíÿ-

¹òüñÿ âiä êëàñè÷íî¨ åêñïîíåíöiàëüíî¨ ðåëàêñàöi¨ Äåáàÿ [43�46]

𝜇(𝑡) = ⟨𝑋𝑡⟩ = 𝜇0 exp{−𝑡/𝑇}, (1.2)

äå ⟨·⟩ � óñåðåäíåííÿ ïî ðåàëiçàöiÿì âiäïîâiäíîãî ïðîöåñó 𝑋𝑡 , à 𝑇 � õàðàêòåð-

íèé äëÿ äàíî¨ ñèñòåìè ÷àñ ðåëàêñàöi¨. Òàêà àíîìàëüíà ðåëàêñàöiÿ äîâîëi ÷àñòî

ñëiäó¹ âiäîìîìó çàêîíó Êîëüðàóøà-Óiëëÿìñà-Óîòòñà (óïîâiëüíåíié åêñïîíåíöi-

àëüíié ôóíêöi¨)

𝜇(𝑡) = 𝜇0 exp{−(𝑡/𝑇 )𝛼}, (1.3)

äå ïàðàìåòð 𝛼 ∈ (0, 1) .

Çàêîí Êîëüðàóøà-Óiëëÿìñà-Óîòòñà âïåðøå áóâ ïðåäñòàâëåíèé äëÿ îïèñó

ÿâèùà ðîçðÿäæåííÿ êîíäåíñàòîðà (ëåéäåíñêèõ áàíîê) [47], à çãîäîì � äëÿ ïî-

ÿñíåííÿ äiåëåêòðè÷íîãî ñïåêòðó ïîëiìåðiâ [48]. I íà ñüîãîäíi öåé çàêîí ¹ òèïîâèì

ÿê äëÿ äîñëiäæåííÿ äiåëåêòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ ïîëÿðíèõ ìîëåêóë [49�51], òàê i

äëÿ ðåëàêñàöi¨ â íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ (àìîðôíèõ ìàòåðiàëàõ ÷è ñïiíîâî-

ìó ñêëi) [52�55] àáî çàòóõàííÿ ëþìiíåñöåíöi¨ [56�58]. Âîäíî÷àñ äëÿ äiåëåêòðè-

÷íèõ [49, 50] òà íåâïîðÿäêîâàíèõ ñèñòåì [52, 54, 55] çà ïåâíèõ óìîâ âëàñòèâîþ ¹

áiëüø ïîâiëüíà ñòåïåíåâà ïîâåäiíêà

𝜇(𝑡) ∝ (𝑡/𝑇 )−𝛽 (1.4)

iç 𝛽 > 0 òà 𝑡 ≥ 𝑇 . Äî òîãî æ òàêà ðåëàêñàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ ðåëàêñà-

öiéíèõ ïðîöåñiâ, ùî ïîâ'ÿçàíi ç îáîðîòíèìè õiìi÷íèìè ðåàêöiÿìè [59], äåôîð-

ìàöi¹þ ïîëiìåðiâ [60, 61] òà â'ÿçêîïðóæíiõ ìàòåðiàëiâ [45, 62], òóðáóëåíòíiñòþ

â ðiäêèõ êðèñòàëàõ [63], ðåàêöiÿìè ó ïîëiìåðíèõ ëàíöþãàõ òà àäñîðáöi¹þ íà
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ïîâåðõíÿõ êðèñòàëiâ ÷è ó êîëî¨äíèõ ñèñòåìàõ [64, 65], äèíàìiêîþ ôiíàíñîâîãî

ìàðêåòèíãó [66] òîùî (äèâ. òàêîæ îãëÿäè [30, 67]). Öiêàâî, ùî äëÿ äiåëåêòðè-

÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ òàêîæ ñïîñòåðiãàþòüñÿ âèïàäêè, êîëè ìîæëèâi ïåðåõîäè ìiæ

ðåæèìàìè ðåëàêñàöi¨ Êîëüðàóøà-Óiëëÿìñà-Óîòòñà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó

òà ñòåïåíåâèì çàêîíîì ïðè âåëèêèõ [55,67�75].

Âîäíî÷àñ ïðè ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó ñïiíîâîìó ñêëi [52, 76, 77], ïåðåíå-

ñåííi åíåðãi¨ ó çâ'ÿçêó iç îáìiííèìè âçà¹ìîäiÿìè [78�80], òðàíñïîðòi åëåêòðîíiâ

ó òâåðäèõ òiëàõ [81, 82], òðàíñïîðòi ó ôðàêòàëüíèõ ñåðîäîâèùàõ [54] çà äåÿêèõ

óìîâ ñïîñòåðiãàþòüñÿ öiêàâi âèïàäêè ïîâiëüíî¨ åêñïîíåíöiàëüíî-ëîãàðèôìi÷íî¨

ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) ∝ exp{−𝛾 ln𝜈(𝑡/𝑇 )}, (1.5)

äå 𝛾 > 0 , 𝜈 ≥ 1 , 𝑡 ≥ 𝑇 . Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ïðè 𝜈 = 1 ðiâíÿííÿ (1.5)

ïðèâîäèòü äî ôóíäàìåíòàëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ ðåëàêñàöi¨, à ïðè 𝜈 > 1 îïèñó¹ áiëüø

øâèäêå ñïàäàííÿ, íiæ ñòåïåíåâå ç òèì æå ïîêàçíèêîì (äèâ. ïîðiâíÿííÿ ðiçíèõ

ðåæèìiâ ðåëàêñàöi¨ [83]).

Òàêîæ âiäìiòèìî iñíóâàííÿ íàäïîâiëüíî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨ ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) ∝ ln𝜅(𝑡/𝑇 ). (1.6)

Ó îñòàííié ôîðìóëi ïàðàìåòð 𝜅 çà÷àñòó ðiâíèé −1 , ÷àñ 𝑡 ≥ 𝑇 , à òîìó ïðè âåëè-

êèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó òàêà ïîâåäiíêà ïîâiëüíiøà çà áóäü-ÿêó ñòåïåíåâó ôóíêöiþ.

Çàçíà÷åíà ðåëàêñàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ ïðîöåñiâ óùiëüíåííÿ ãðàíóë [84, 85],

àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ [86, 87], ìåõàíi÷íî¨ íàïðóãè â åëàñòîìåðàõ òà ãåëÿõ [88, 89] i

ò.ä. Òàêîæ íà ôiêñîâàíèõ iíòåðâàëàõ ÷àñó ïàðàìåòð 𝜅 ìîæå áóòè ðiâíèì +1. Ïî-

äiáíà ëîãàðèôìi÷íà ðåëàêñàöiÿ õàðàêòåðíà äëÿ ïðîöåñiâ ðåëàêñàöi¨ â êîëî¨äíèõ

ñèñòåìàõ [90], i¹ðàðõi÷íié äèíàìiöi [91], íàäîõîëîäæåíèõ ðiäèíàõ [92], îäíîìî-

ëåêóëüíèõ áiëêîâèõ àìiíîêèñëîòàõ [93], ïîëiìåðíèõ ìiöåëàõ [94], äèíàìiöi ôðàã-

ìåíòiâ ÄÍÊ [95], åëåêòðîõiìi÷íèõ ïðîöåñiâ â ïîëiàíiëiíîâèõ ïëiâêàõ [96] òîùî.
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Âîäíî÷àñ äëÿ ïðîöåñiâ óùiëüíåííÿ ãðàíóë, àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨ ìîæëèâi é iíøi,

áiëüø ñêëàäíi çàêîíè íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨ [85�87].

Âàæëèâèì âèïàäêîì ëîãàðèôìi÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ ¹ ïðîöåñ óùiëüíåííÿ ãðàíóë

â ðåçóëüòàòi âiáðàöi¨. Áiëüø òî÷íî òàêèé çàêîí çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi [84,97,98]

𝜇(𝑡) =
𝜌(𝑡)− 𝜌0

𝜌∞ − 𝜌0
= 1− 1

1 +𝐵 ln(𝑡/𝑇 )
, (1.7)

äå 𝜌(𝑡)� âiäíîøåííÿ îá'¹ìó ãðàíóë äî çàãàëüíîãî îá'¹ìó àíñàìáëþ (𝜌0 i 𝜌∞ � ïî-

÷àòêîâå i êiíöåâå çíà÷åííÿ öi¹¨ âåëè÷èíè âiäïîâiäíî), 𝑇 � ÷àñ ðåëàêñàöi¨ i 𝐵 > 0

� ïàðàìåòð ñèñòåìè. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ ïðîöåñó óùiëüíåííÿ àíñàìáëþ

ãðàíóë ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 1.1, à åëåêòðîííi ìiêðîçíiìêè � íà ðèñóíêó 1.2.

Ãðàíóëè çâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ ìîñòàìè iç ðiäèíè i çíàõîäÿòüñÿ â öèëiíäðè÷íîìó

ðåçåðâóàði. �õ ïåðåãðóïóâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi âåðòèêàëüíî¨ âiáðàöi¨

öèëiíäðó, ÿêùî åíåðãåòè÷íèé áàð'¹ð ïåðåâèùåíî i ÷àñòèíêà ïåðåìiñòèòüñÿ ó âà-

êàíòíå ïîðîæí¹ ìiñöå. ×àñ ìiæ ïîøòîâõàìè ¹ òàêèì, ùîá ñèñòåìà ðåëàêñóâàëà

òà ïðèéøëà â ðiâíîâàæíèé ñòàí. Óñòàíîâêà äëÿ óùiëüíåííÿ àíñàìáëþ ñêëàäà-

¹òüñÿ iç öèëiíäðó, çàïîâíåíîãî ãðàíóëàìè; äàò÷èêà, ùî ôiêñó¹ âèñîòó ℎ ñòîâïà

ãðàíóë i îáåðòîâîãî ìåõàíiçìó, ùî ãåíåðó¹ ïîñëiäîâíi ïîøòîâõè. Äëÿ ðóõó ïîðø-

íÿ îáåðòîâîãî ìåõàíiçìó ìiæ öèëiíäðîì i ïîâåðõíåþ ¹ ùiëèíà âèñîòîþ Δ𝑧 .

Ðèñ. 1.1. Ïàíåëü (𝑎)� ïðîöåñ ïåðåãðóïóâàííÿ ñèñòåìè ãðàíóë. Ïàíåëü (𝑏)�
ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ óñòàíîâêè äëÿ óùiëüíåííÿ ãðàíóë. Ðèñóíêè âçÿòî ç ðî-
áîòè [98].
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Ðèñ. 1.2. Åëåêòðîííi ìiêðîçíiìêè ïðîöåñó óùiëüíåííÿ êîëî¨äíî¨ ñóìiøi, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêëÿíèõ êóëüîê òà âîäíîãî ðîç÷èíó éîäèäó êàëiþ, ïiñëÿ 0, 10,
40, 100, 1000 and 5000 ïîøòîâõiâ âiäïîâiäíî. Ïðÿìîêóòíèê íà ïàíåëi (𝑓) ïîêàçó¹
ìàñøòàá i ìà¹ äîâæèíó 1 ìì. Ðèñóíîê âçÿòî iç ðîáîòè [99].

Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ïðî ðîçøèðåííÿ çíàíü ùîäî çàêîíiâ àíîìàëüíî ïîâiëüíî¨

ðåëàêñàöi¨ â ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåìàõ òà ðîçâèíåííÿ òåîðåòè÷íèõ ìåòîäiâ äëÿ ¨õ

âèâ÷åííÿ. Çîêðåìà, àêòóàëüíîþ çàäà÷åþ ¹ äîñëiäæåííÿ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ

ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, äëÿ ÿêèõ ñòàí ñèñòåìè ìîæå ïåðåáóâàòè ëèøå â äâîõ

ðiâíîâàæíèõ ïîëîæåííÿõ: âåðõíüîìó òà íèæíüîìó (âêëþ÷åíîìó òà âèêëþ÷åíî-

ìó) [100�102]. Âèâ÷åííÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì áåðå ñâié ïî÷àòîê âiä ðîáiò ëîðäà

Êåëüâiíà ïî ðîçïîâñþäæåííþ åëåêòðè÷íèõ ñèãíàëiâ â ïðîâiäíèêàõ [103], ç ÷èì

ïîâ'ÿçàíà íàçâà òåëåãðàôíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi ¹ ÷àñòêîâèì òà íàéáiëüø âiäîìèì âè-

ïàäêîì äèõîòîìi÷íèõ ïðîöåñiâ. Íà ñüîãîäíiøíié äåíü äâîðiâíåâi ñèñòåìè ñòàëè

îäíi¹þ iç êëþ÷îâèõ ìîäåëåé â ñòàòèñòè÷íié ôiçèöi, îñêiëüêè ¹ ëîãi÷íîþ àïðî-

êñèìàöi¹þ äëÿ âåëèêî¨ êiëüêîñòi áiëüø ñêëàäíèõ ñèñòåì ðiçíîìàíiòíî¨ ïðèðîäè.

Íàïðèêëàä, âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ äëÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè ¹ ÷àñ ¨¨

ïåðåáóâàííÿ íà äîäàòíié òà âiä'¹ìíié ïiââiñi. Òàê, äëÿ áðîóíiâñüêî¨ ÷àñòèíêè

ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó âiäíîøåííÿ ÷àñó ïåðåáóâàííÿ íà äîäàòíié ïiââiñi äî çàãàëü-

íîãî ÷àñó äà¹òüñÿ êëàñè÷íèì çàêîíîì àðêñiíóñà [104, 105]. À îñü äëÿ ïðîöåñiâ
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Ëåâi òàêèé ðîçïîäië áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä áðîóíiâñüêî¨ ñèòóàöi¨ i äàâàòèñÿ ðîç-

ïîäiëîì Ëàìïåðòi [106�109]. Çðîçóìiëî, ùî öåé ôëóêòóþ÷èé ïðîöåñ ïåðåìiùåí-

íÿ ÷àñòèíêè ìîæíà îïèñàòè äâîìà ñòàíàìè: âåðõíiì (ñêàæiìî, ÿêùî ÷àñòèíêà

ñïðàâà âiä íóëÿ) òà íèæíiì (ÿêùî ÷àñòèíêà, âiäïîâiäíî, çëiâà âiä íóëÿ). Îñîáëè-

âèé iíòåðåñ äî äâîðiâíåâèõ ñèñòåì ïîâ'ÿçàíèé ç òèì, ùî âîíè ãðàþòü âàæëèâó

ðîëü ïðè âèâ÷åííi ìàãíiòíî¨ ðåëàêñàöi¨, ïðè ÿêié ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ íà-

áîðîì ñïiíiâ (ùî ïðèéìàþòü ëèøå äâà çíà÷åííÿ) ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ñèñòå-

ìè. Íàïðèêëàä, äî òàêèõ ñèñòåì âiäíîñÿòüñÿ îäíîìîëåêóëüíi ìàãíiòè [110�112]

÷è îäíîëàíöþãîâi ìàãíiòè [113�116]. Êðiì òîãî, çãàäóâàíèé ïðîöåñ óùiëüíåííÿ

ãðàíóë òàêîæ ìîæíà íàáëèæåíî ðîçãëÿäàòè ÿê äâîðiâíåâèé, òîáòî ÿê ðåçóëü-

òàò ïåðåõîäiâ ñèñòåìè ìiæ ïî÷àòêîâèì ñòàíîì (ç íèçüêîþ ùiëüíiñòü ãðàíóë) òà

êiíöåâèì ñòàíîì (ç âèñîêîþ ùiëüíiñòþ).

Íà äîäàòîê äâîðiâíåâà àïðîêñèìàöiÿ çíàõîäèòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ïðè äî-

ñëiäæåííi ïîðóøåííÿ åðãîäè÷íîñòi äëÿ ïðîöåñiâ iç ñòàòèñòèêîþ Ëåâi [117],

äèíàìiöi iîíiâ â áiîëîãi÷íèõ òðàíñïîðòíèõ ïðîöåñàõ [118, 119], åêñïðåñi¨ ãå-

íiâ [120, 121], ëàíöþãàõ íåéðîííèõ ñïàéêiâ [122], ðóñi áàêòåðié [123], âèâ÷åí-

íi ïåðåðèâ÷àñòî¨ ôëþîðèñöåíöi¨ â îäèíî÷íèõ ìîëåêóëàõ [124] òà íàíîêðèñòà-

ëàõ [125�129], ôëóêòóàöi¨ ôëþîðèñöåíöi¨ íàíî÷àñòèíîê ïiä äi¹þ ëàçåðó [130],

äèíàìiöi ñïiíó [131, 132], àíîìàëüíî¨ ðåëàêñàöi¨ äëÿ áðîóíiâñüêèõ ÷àñòèíîê iç

ôëóêòóþ÷èì äèôóçiéíèì êîåôiöi¹íòîì [133], ôiíàíñîâîãî ìàðêåòèíãó [102]. Âî-

äíî÷àñ äèõîòîìi÷íi øóìè â áiñòàáiëüíèõ ñèñòåìàõ (íå îáîâ'ÿçêîâî äâîðiâíåâèõ)

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó iíäóêîâàíèõ øóìîì ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ [134],

ñòîõàñòè÷íîãî ðåçîíàíñó [134], ôàçîâî¨ ñèíõðîíèçàöi¨ [135] òîùî.

Íà ðèñóíêó 1.3 ïîêàçàíî öiêàâèé ïðèêëàä äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè iç àíîìàëü-

íîþ ïîâåäiíêîþ, ÿêà îñòàííi ðîêè iíòåíñèâíî âèâ÷à¹òüñÿ. Êâàíòîâà òî÷êà ìîæå

ïåðåáóâàòè ó íåéòðàëüíîìó òà iîíiçîâàíîìó ñòàíi, ÿêùî åëåêòðîí âèëiòà¹ iç íå¨.

Äèíàìiêà âèëüîòó åëåêòðîíiâ ïîâ'ÿçàíà ç åôåêòîì iîíiçàöi¨ Îæå [138], à ïåði-

îäè âèïðîìiíåííÿ → âiäñóòíiñòü âèïðîìiíåííÿ → âèïðîìiíåííÿ... âiäïîâiäà-

þòü íåéòðàëüíîìó ñòàíó êâàíòîâî¨ òî÷êè → iîíiçîâàíîìó → íåéòðàëüíîìó...

Íåñïîäiâàíî, ùî ÷àñè ïåðåáóâàííÿ êâàíòîâî¨ òî÷êè â ñòàíàõ âèïðîìiíåííÿ òà
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(c)

(a)

(b) (c)

Ðèñ. 1.3. Ïàíåëü (𝑎) � iëþñòðàöiÿ ïðîöåñó ôëþîðåñöåíöi¨ êâàíòîâî¨ òî÷êè.
Ïàíåëü (𝑏) � çáiëüøåííÿ, ùî ïîêàçó¹ ïåðiîäè íàÿâíîñòi/âiäñóòíîñòi âèïðîìiíå-
ííÿ. Ïàíåëü (𝑐) � åëåêòðîííèé ìiêðîçíiìîê ðiçíèõ êîíôiãóðàöié íàíîêðèñòàëiâ
𝐶𝑑𝑆𝑒 . Ðèñóíêè (𝑎) i (𝑏) âçÿòî iç ðîáîòè [136], à ðèñóíîê (𝑐) � iç ðîáîòè [137].

âiäñóòíîñòi âèïðîìiíåííÿ ìàþòü íå åêñïîíåíöiàëüíi, ÿê ìîæíà á áóëî î÷iêóâà-

òè, à ñòåïåíåâi ðîçïîäiëè 𝑝(𝜏) ∝ 𝜏−𝛼−1 (1 < 𝛼 < 2) iç õâîñòîâèì iíäåêñîì

𝛼 áëèçüêèì äî 3/2 (öå çíà÷åííÿ ïîâ'ÿçàíå iç êóëîíiâñüêèìè âçà¹ìîäiÿìè ìiæ

çàðÿäàìè) [136,139]. Çãiäíî iç âiäîìîþ òåîðåìîþ Ä. Ïîéà [105] äëÿ âèïàäêîâîãî

áëóêàííÿ â îäíî- ÷è äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði éìîâiðíiñòü ïîâåðíåííÿ â ïî÷àòêîâó

òî÷êó äîðiâíþ¹ îäèíèöi. À îñü äëÿ âèïàäêó òðüîõ ÷è áiëüøå âèìiðiâ âîíà áóäå

ìåíøîþ çà îäèíèöþ. Òîáòî iñíó¹ íåíóëüîâà éìîâiðíiñòü, ùî ÷àñòèíêà âòå÷å íà

íåñêií÷åííiñòü, iíàêøå êàæó÷è, åëåêòðîí áiëüøå íå ïîâåðíåòüñÿ äî êâàíòîâî¨

òî÷êè. Òàêèì ÷èíîì, ÷åðåç äåÿêèé ÷àñ êâàíòîâà ÷àñòèíêà ìàëà á çàëèøèòèñÿ

iîíiçîâàíîþ íàçàâæäè i íå âèïðîìiíþâàòè. Îäíàê ÷åðåç êóëîíiâñüêó âçà¹ìîäiþ

â ìàòðèöi, â ÿêó ïîìiùåíi êâàíòîâi òî÷êè, òåðìàëüíi ôëóêòóàöi¨ àáî òóíåëüíi

åôåêò åëåêòðîí íå ðóõà¹òüñÿ âiëüíî i éìîâiðíiñòü âòåêòè äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî i

ïîÿñíþ¹ ïðîöåñ ïîñòiéíîãî ïåðåêëþ÷åííÿ êâàíòîâî¨ òî÷êè ìiæ ñòàíàìè.

Àíàëîãi÷íî âiäõèëåííþ âiä äåáà¹âñüêî¨ ðåëàêñàö¨¨ â ñêëàäíèõ ñèñòåìàõ

òðàíñïîðòíà ïîâåäiíêà ïðîöåñiâ ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä êëàñè÷íî¨ áðîóíiâñüêî¨
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äèôóçi¨. Òîáòî òàêi ñèñòåìè íå îïèñóþòüñÿ äðóãèì çàêîíîì Ôiêà, à ¨õ ñòàòèñòè-

êà íå ñëiäó¹ ãàóññîâié. Îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ íàñëiäêiâ ¹ ïîðóøåííÿ ëiíiéíî¨

çàëåæíîñòi äèñïåðñi¨ âiä ÷àñó

𝜎2(𝑡) = ⟨(Δ𝑋𝑡)
2⟩ = ⟨(𝑋𝑡 − ⟨𝑋𝑡⟩)2⟩ ∼ 𝐷1𝑡, (1.8)

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ìàðêiâñüêî¨ ïðèðîäè âiäïîâiäíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ òà öåí-

òðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè [70, 140�146]. Â îñòàííié ôîðìóëi 𝐷1 � êëàñè÷íèé

äèôóçiéíèé êîåôiöi¹íò.

Íàé÷àñòiøå òàêà àíîìàëüíà ïîâåäiíêà äèôóçiéíîãî ïðîöåñó õàðàêòåðèçó¹-

òüñÿ íåëiíiéíèì ó ÷àñi ñòåïåíåâèì ðîñòîì äèñïåðñi¨ ïðîöåñó

𝜎2(𝑡) ∼ 𝐷𝛼𝑡
𝛼, (1.9)

äå äîäàòíié ïàðàìåòð 𝛼 ̸= 1 i 𝐷𝛼 � óçàãàëüíåíèé äèôóçiéíèé êîåôiöi¹íò iç ðîç-

ìiðíiñòþ [𝐷𝛼] = ñì2ñ−𝛼 . Ïîäiáíi òðàíñïîðòíi ïàòåðíè ïîâ'ÿçàíi ç äàëüíîäiþ÷è-

ìè êîðåëÿöiÿìè â ñèñòåìi, ùî ïðîÿâëÿþòüñÿ â äîâãèõ ñòðèáêàõ ÷àñòèíêè òà/àáî

òðèâàëèõ ÷àñàõ î÷iêóâàííÿ â ïîòî÷íîìó ñòàíi. Íåëiíiéíà äèñïåðñiÿ â òàêèõ ñè-

ñòåìàõ ìîæå ñóïðîâîäæóâàòèñÿ íåìàðêiâñüêîþ ïðèðîäîþ ïðîöåñó (òîáòî íåëî-

êàëüíiñòþ i íàÿâíiñòþ åôåêòiâ ïàì'ÿòi) òà ñòàòèñòèêîþ Ëåâi [27�33,146�149]. Â

çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü ïàðàìåòðà 𝛼 â ôîðìóëi (1.9) àíîìàëüíó äèôóçiþ ïîäi-

ëÿþòü íà áiëüø ïîâiëüíó, íiæ íîðìàëüíà, ñóáäèôóçiþ (0 < 𝛼 < 1) òà áiëüø

øâèäêó ñóïåðäèôóçiþ (𝛼 > 1) . Iíêîëè îêðåìî âèäiëÿþòü âàæëèâèé âèïàäîê

áàëiñòè÷íî¨ äèôóçi¨ (𝛼 = 2) . Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî ÷àñòèíêà âiëüíî ðóõà¹òüñÿ iç

ïîñòiéíîþ øâèäêiñòþ, òî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ñàìå áàëiñòè÷íà äèôóçiÿ.

Âïåðøå ñóáäèôóçiÿ áóëà äîñëiäæåíà â 1975 ðîöi â ðîáîòi Ã. Øåðà òà

Å. Ìîíòðîëëà [150] ïî àíàëiçó åëåêòðîííî-äiðêîâîãî òðàíñïîðòó â àìîðôíèõ

íàïiâïðîâiäíèêàõ ïiä âïëèâîì åëåêòðè÷íîãî ïîëÿ. Ó öèõ òiëàõ ðóõîìi çàðÿäè çà-

õîïëþþòüñÿ ëîêàëüíèìè íåîäíîðiäíîñòÿìè, à ïîòiì âèâiëüíÿþòüñÿ â ðåçóëüòàòi

òåïëîâèõ ôëóêòóàöié i çíîâó ïî÷èíàþòü ðóõàòèñÿ. ×àñ ïåðåáóâàííÿ â òàêîìó
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íåðóõîìîìó ñòàíi íàáàãàòî äîâøèé, íiæ äëÿ êëàñè÷íèõ ïðîöåñiâ, à òîìó i äè-

ôóçiÿ çàðÿäiâ ¹ íàáàãàòî ïîâiëüíiøîþ. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëi òàêîãî åëåêòðîííî-

äiðêîâîãî òðàíñïîðòó Øåð òà Ìîíòðîëë âèêîðèñòàëè ïiäõiä íåïåðåðâíèõ ó ÷à-

ñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ââiâøè ñòåïåíåâó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ÷àñó ïåðåáóâà-

ííÿ çàðÿäiâ ó çàõîïëåíîìó íåîäíîðiäíîñòÿìè ñòàíi ó âèãëÿäi 𝑝(𝜏) ∼ 𝐴/𝜏 1+𝛼

(0 < 𝛼 < 1 , 𝐴 > 0) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ 𝜏 . Äî iíøèõ âàæëèâèõ ïðèêëà-

äiâ ñóáäèôóçiéíî¨ ïîâåäiíêè ñëiä âiäíåñòè ñóáäèôóçiþ â ïåðêîëÿöiéíèõ êëà-

ñòåðàõ [151], æèâèõ êëiòèíàõ [152�154], òðàíñïîðò íà îá'¹êòàõ ç ôðàêòàëüíîþ

ãåîìåòði¹þ [155, 156], ðîçñiþâàííÿ äîìiøîê â ïåðiîäè÷íîìó ó ïðîñòîði ïîòîöi

ðiäèíè [157], äèíàìiêà êîëî¨äíèõ ÷àñòèíîê [158] i ò.ä.

Íàéâiäîìiøèì òà iñòîðè÷íî ïåðøèì âèïàäêîì ñóïåðäèôóçiéíîãî ïðîöåñó ¹

äèôóçiÿ Ði÷àðäñîíà [159], ÿêà îïèñó¹ âiäíîñíèé ðóõ äâîõ ÷àñòèíîê â òóðáóëåí-

òíié ðiäèíi (òîìó òàêó äèôóçiþ ùå íàçèâàþòü òóðáóëåíòíîþ). Íà îñíîâi àíàëiçó

åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ Ði÷àðäñîí ôåíîìåíîëîãi÷íî ñêîíñòðóþâàâ âiäïîâiä-

íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ òàêîãî ïðîöåñó, iç ÿêîãî ñëiäóâàëî, ùî çà ÷àñ

𝑡 ÷àñòèíêè âiääàëÿþòüñÿ îäíà âiä îäíî¨ íà âiäñòàíü 𝑟(𝑡) , äëÿ ÿêî¨ äèñïåðñiÿ

⟨𝑟2(𝑡)⟩ ∝ 𝑡3 . Ïðîòå éîãî ïåðåäáà÷åííÿ äàëåêî íå çàâæäè çáiãàëèñÿ ç ðåàëüíîþ

êàðòèíîþ ïåðåáiãó òóðáóëåíòíèõ ïðîöåñiâ. Ñåðåä íàñòóïíèõ âàæëèâèõ ðåçóëü-

òàòiâ ó äîñëiäæåííi äèôóçi¨ Ði÷àðäñîíà ìîæíà âèäiëèòè ðîáîòè À. Êîëìîãîðî-

âà [160,161], ÿêèé âèêîðèñòàâ ìàñøòàáóþ÷èé àíàëiç, òà Á. Ìàíäåëüáðîòà [162],

ùî ðîçãëÿíóâ òóðáóëåíòiñòü ÿê ÿâèùå ôðàêòàëüíî¨ ïðèðîäè.

Êîðåêòíî îïèñàòè äèôóçiþ Ði÷àðäñîíà âäàëîñÿ Ð. Áåíöè òà À. Âóëüïià-

íi [163] íà îñíîâi êîìáiíóâàííÿ ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ìàñ-

øòàáóþ÷èõ ñïiââiäíîøåíü, à òàêîæ Ã. Õåíøåëþ òà É. Ïðîêà÷÷à [164], âèêîðè-

ñòîâóþ÷è ëèøå ìàñøòàáóþ÷i àðãóìåíòè. À ó 1987 ðîöi Ì. Øëåçiíãåð, Á. Âåñò

òà É. Êëàôòåð [165], ìîäèôiêóâàâøè îñíîâíi çàñàäè òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷à-

ñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ïðåäñòàâèëè êîíöåïöiþ áëóêàíü Ëåâi (L�evy walks) òà

ïîáóäóâàëè çàãàëüíó òåîðiþ ñóïåðäèôóçi¨, ùî âðàõîâóâàëà íåëîêàëüíó ïàìÿòü

ïðîöåñó ó ïðîñòîði òà ÷àñi, à òàêîæ ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi ñåðåäîâèùà. Öÿ òå-

îðiÿ óñïiøíî îïèñàëà ÿâèùå ñóïåðäèôóçi¨ òà óçàãàëüíèëà ðåçóëüòàòè ñòîñîâíî
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òóðáóëåíòíèõ ïðîöåñiâ (ó òîìó ÷èñëi âæå äîáðå âiäîìî¨ äèôóçi¨ Ði÷àðäñîíà) i

ñòàëà íàäçâè÷àéíî êîðèñíîþ äëÿ âèâ÷åííÿ ðiçíîìàíiòíîãî ñïåêòðó òðàíñïîðò-

íèõ ïðîöåñiâ [30,33,166]. Îêðiì ñóïåðäèôóçi¨ â òóðáóëåíòíèõ ïîòîêàõ [167], âîíà

òàêîæ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ â îïòè÷íèõ ðåøiòêàõ [168], ìèãðàöi¨ òâàðèí [169�171], õà-

îòè÷íèõ ñèñòåìàõ [172, 173], âèïàäêîâèõ ïîëÿõ øâèäêîñòåé [174], äèôóçi¨ iîíiâ

â íåéðîíàõ [175] i ò.ä.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîâåäiíêà äèñïåðñi¨ ïðîöåñó íå îáìåæåíà ëèøå ñòåïå-

íåâîþ ôóíêöi¹þ. Çîêðåìà, ïðè ïåâíèõ óìîâàõ ñòåïåíåâèé çàêîí ìîäèôiêó¹òüñÿ

i ìiæ ðiçíèìè ðåæèìàìè (ñóá-, ñóïåð- òà íîðìàëüíîþ äèôóçi¹þ) ñïîñòåðiãàþ-

òüñÿ ïåðåõiäíi ñòàíè, ïðè ÿêèõ çàêîí äèñïåðñi¨, êðiì ñòåïåíåâî¨ ôóíêöi¨, ìiñ-

òèòü ùå é ëîãàðèôìi÷íi êîðåêöi¨ (íàïðèêëàä, 𝜎2(𝑡) ∝ 𝑡2 ln 𝑡 , 𝑡2/ ln4 𝑡 àáî 𝑡 ln 𝑡 )

[33, 176�179]. Ïðîòå îñêiëüêè ëîãàðèôìi÷íà ôóíêöiÿ ¹ ôóíêöi¹þ, ùî ïîâiëüíî

çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, òî íà ôiêñîâàíèõ iíòåðâàëàõ ïðàêòè÷íî âèÿâè-

òè âiäìiííîñòi íàâåäåíèõ ðåæèìiâ âiä ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ 𝑐1𝑡
2 ÷è 𝑐2𝑡 (𝑐1,2 > 0)

äîâîëi ñêëàäíî.

Ðàçîì iç ñòåïåíåâèìè çàêîíàìè iñíó¹ êëàñ íàäïîâiëüíèõ äèôóçiéíèõ ïðîöå-

ñiâ, äëÿ ÿêèõ ðiñò äèñïåðñi¨ ïðîöåñó ¹ ïîâiëüíiøèì çà áóäü-ÿêó äîäàòíó ñòåïiíü

÷àñó, òîáòî 𝜎2(𝑡)/𝑡𝛼 → 0 ïðè 𝑡→∞ äëÿ âñiõ 𝛼 > 0 . Íàéâiäîìiøèì ïðèêëàäîì

òàêî¨ äèôóçi¨ ¹ äèôóçiÿ Ñèíàÿ [27, 177, 180, 181], ùî îïèñó¹ âèïàäêîâi áëóêàííÿ

ó âèïàäêîâèõ ñåðåäîâèùàõ, i äëÿ ÿêî¨ äèñïåðñiÿ

𝜎2(𝑡) ∝ ln4 𝑡. (1.10)

Öiêàâî, ùî îñêiëüêè äëÿ òàêîãî òèïó äèôóçi¨ îäíî÷àñíî áóäóòü íàÿâíèìè äâà

ìåõàíiçìè, ùî âiäïîâiäàþòü çà âèïàäêîâi ïåðåìiùåííÿ òà âèïàäêîâi ôëóêòó-

àöi¨ ñåðåäîâèùà, òî ðîçïîäië ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè áóäå íå ãàóññîâèì, à ìàòè

åêñïîíåíöiàëüíó ïîâåäiíêó [182�185].

Ó ðàìêàõ ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà äèôóçiÿ Ñèíàÿ çàäà¹òüñÿ ñòîõàñòè÷íèì äè-
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ôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì [177,181,182]

𝑑

𝑑𝑡
𝑋(𝑡) = 𝐹 [𝑋(𝑡)] + 𝜁(𝑡), (1.11)

äå 𝜁(𝑡)� òåðìàëüíèé áiëèé øóì ç íóëüîâèì ñåðåäíiì çíà÷åííÿì i êîðåëÿöiéíîþ

ôóíêöi¹þ ⟨𝜁(𝑡)𝜁(𝑡′)⟩𝜁 = 2𝐷𝛿(𝑡− 𝑡′) , à 𝐹 (𝑥)� âèïàäêîâà ñèëà, ùî ìîäåëþ¹ íåãî-

ìîãåííå ñåðåäîâèùå. Âèïàäêîâèé ïîòåíöiàë äëÿ öi¹¨ ñèëè 𝑈(𝑥) = −
∫︀ 𝑥
𝑑𝑥′𝐹 (𝑥′)

¹ âiíåðiâñüêèì ïðîöåñîì, à òîìó âîíà çàäà¹òüñÿ ÿê ãàóñiâñüêèé áiëèé øóì iç ñåðå-

äíiì ⟨𝐹 (𝑥)⟩𝐹 = 𝐹0 òà êîðåëÿöiéíîþ ôóíêöi¹þ ⟨𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥′)⟩𝐹 = 𝐹 2
0 + 𝑔𝛿(𝑥−𝑥′) .

Òóò ⟨ · ⟩𝜁 � óñåðåäíåííÿ âiäíîñíî òåðìàëüíîãî øóìó 𝜁(𝑡) äëÿ ôiêñîâàíî¨ êîí-

ôiãóðàöi¨ {𝐹 (𝑥)} , ⟨ · ⟩𝐹 � óñåðåäíåííÿ âiäíîñíî êîíôiãóðàöi¨ âèïàäêîâî¨ ñèëè

𝐹 (𝑥) , 𝐷 i 𝑔 � iíòåíñèâíîñòi âiäïîâiäíèõ øóìiâ.

Ó âèïàäêó, ÿêùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ñèëè 𝐹0 = 0 , òî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ÿê ðàç

êëàñè÷íà äèôóçiÿ Ñèíàÿ iç çàêîíîì (1.10). ßêùî æ 𝐹0 ̸= 0 , òî â ñèñòåìi áóäå

ïðèñóòíiì äðèôò ÷àñòèíêè (íàïðèêëàä, ⟨𝑋(𝑡)⟩ ∼ 𝑡𝜒 , äå ïîêàçíèê 𝜒 âèçíà÷à-

¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ðiâíþ áåçïîðÿäêó â ñèñòåìi òà òåðìàëüíîþ àêòèâíiñòþ), à

òîìó i âåëèêå ÷èñëî ìîæëèâèõ äèôóçiéíèõ ïîâåäiíîê [177,181]. Íà ïåðøèé ïîã-

ëÿä ëîãàðèôìi÷íèé çàêîí ¹ äóæå íåñïîäiâàíèì, îäíàê iíòó¨òèâíî éîãî ìîæíà

ïîÿñíèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è àðãóìåíò Àððåíióñà: çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó 𝑈(𝑥) ðîñ-

òå ÿê êâàäðàòíèé êîðiíü iç âåëè÷èíè âiäõèëåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè, îñêiëüêè

âií ÿâëÿ¹ ñîáîþ âiíåðiâñüêèé ïðîöåñ i ¹ ñóìîþ íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí.

Iç òåîði¨ áðîóíiâñüêîãî ðóõó âiäîìî, ùî òèïîâèé ÷àñ, ÿêèé íåîáõiäíî äëÿ ïðîõî-

äæåííÿ âiäñòàíi 𝑥 , äà¹òüñÿ âèðàçîì 𝑡 ∝ exp
(︁
𝑈(𝑥)−𝑈(𝑥0)

2𝐷

)︁
, à òîìó 𝑡 ∝ exp

(︁√
𝑔𝑥

2𝐷

)︁
i çâiäñè òèïîâà äèñòàíöiÿ 𝑥 ∝ ln2 𝑡 .

Äèôóçiÿ Ñèíàÿ çíàõîäèòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ïðè îïèñàííi äèíàìiêè âè-

ïàäêîâîãî ïîëÿ ìàãíiòiâ, äèíàìiêè äåôåêòiâ â êðèñòàëàõ, äèôóçi¨ çàðÿäæåíèõ

÷àñòèíîê â áðîóíiâñüêèõ ëàíöþãàõ òîùî. Iíøi ïðèêëàäè íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨

áóëè çíàéäåíi ó ðåçèñòîðíèõ ìåðåæàõ [186], íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëó-

êàííÿõ [187], çàðÿäæåíèõ ïîëiìåðàõ [188], àïåðiîäè÷íèõ ñåðåäîâèùàõ [189], iòå-

ðàöiéíèõ âiäîáðàæåííÿõ [190], äèíàìiöi Ëàíæåâåíà [191], äðîáíié êiíåòèöi [192] i
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ò.ä. Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî öiêàâi âèïàäêè ïåðåõîäiâ ìiæ ðiçíèìè äèôóçiéíèìè òà

ðåëàêñàöiéíèìè ðåæèìàìè (òàê, â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ñèñòåìè äèñïåðñiÿ

òà ðåëàêñàöiÿ ìîæå áóòè óïîâiëüíåíîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ, ñòåïåíåâîþ ÷è ëîãà-

ðèôìi÷íîþ) ñïîñòåðiãàþòüñÿ â ñèñòåìàõ, ùî îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿì Ëàíæåâåíà

ç ìóëüòèïëiêàòèâíèìè øóìàìè [193].

Íàé÷àñòiøå ïîâåäiíêà äèñïåðñi¨ äëÿ íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨ ñëiäó¹ ñòåïåíåâié

ôóíêöi¨ âiä ëîãàðèôìó ÷àñó 𝜎2(𝑡) ∝ ln𝜐 𝑡 iç 𝜐 > 0 . Çîêðåìà, ÿêùî äëÿ (1.11) ìà¹

ìiñöå äàëüíîäiþ÷à êîðåëÿöiÿ ⟨𝐹 (𝑥)𝐹 (𝑥′)⟩𝐹 ∼ |𝑥−𝑥′|−𝑎 iç äîäàòíiì ïàðàìåòðîì

𝑎 < 2 , òî 𝜐 = 4/(2−𝑎) . Àëå iñíóþòü é iíøi, áiëüø çàãàëüíi çàêîíè íàäïîâiëüíî¨

äèôóçi¨, ùî âêëþ÷àþòü â ñåáå ëîãàðèôìi÷íi ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê [194]. Òàê,

ÿêùî âiäïîâiäíî ìîìåíòè ïåðøîãî i äðóãîãî ïîðÿäêó

𝑙1 =

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜉𝜉𝑤(𝜉), 𝑙2 =

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜉𝜉2𝑤(𝜉) (1.12)

ðîçïîäiëó 𝑤(𝜉) âåëè÷èíè ñòðèáêà ÷àñòèíêè iñíóþòü, à âñi ìîìåíòè (â òîìó ÷èñëi

äðîáîâi) ðîçïîäiëó 𝑝(𝜏) ÷àñó î÷iêóâàííÿ � íåñêií÷åííi (òîáòî ðîçïîäië 𝑝(𝜏) ¹

íàäâàæêèì), òî [194]

𝜎2(𝑡) ∼

⎧⎨⎩𝑙
2
1/𝑉

2(𝑡), 𝑙1 ̸= 0,

𝑙2/𝑉 (𝑡), 𝑙1 = 0.
(1.13)

Òóò i äàëi â ðîáîòi ôóíêöiÿ 𝑉 (𝑡) � öå éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà ÷àñ 𝑡 ÷àñòèíêà

íå çäiéñíèòü æîäíîãî ñòðèáêà

𝑉 (𝑡) = 1−
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝑝(𝜏) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏𝑝(𝜏). (1.14)

Íåñêií÷åííiñòü ìîìåíòiâ 𝑝(𝜏) ãàðàíòó¹, òî ÷àñòèíêà ìîæå äóæå äîâãî çíà-

õîäèòèñü íåðóõîìî ó ïîòî÷íîìó ñòàíi (íàáàãàòî äîâøå, íiæ ïðè ñòåïåíåâèõ õâî-

ñòàõ 𝑝(𝜏) ), à òîìó âiäïîâiäà¹ äóæå ïîâiëüíié åâîëþöi¨ äèôóçiéíîãî ïðîöåñó.

Ôîðìóëè (1.13) îòðèìàíî âèõîäÿ÷è iç êîíöåïöi¨ íåçâ'ÿçàíèõ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi

âèïàäêîâèõ áëóêàííÿõ, i âîíè îïèñóþòü íàéçàãàëüíiøi äëÿ äàíî¨ ìîäåëi çàêîíè
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íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨. Ç-ïîìiæ iíøîãî, àíàëiòè÷íî ïîêàçàíî, ùî ïðè âåëèêèõ

çíà÷åííÿõ ÷àñó ðîçïîäië ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè ó òàêîìó âèïàä-

êó áóäå îäíî- àáî äâîñòîðîííiì åêñïîíåíöiàëüíèì [195].

Ðàçîì ç òèì òðàíñïîðòíi ïðîöåñè â áàãàòüîõ ñèñòåìàõ âçàãàëi íå çâîäÿòüñÿ

äî äèôóçiéíèõ, íàâiòü àíîìàëüíîãî òèïó. Òàêà êàðòèíà ñïîñòåðiãà¹òüñÿ, êîëè

ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó ãóñòèíè 𝑤(𝜉) ¹ íåñêií÷åííèì. Îñêiëüêè â öüîìó ðàçi

÷àñòèíêà ìîæå çðîáèòè ÿê çàâãîäíî äîâãèé ñòðèáîê, òî äèñïåðñiÿ äîñëiäæóâà-

íîãî ïðîöåñó òàêîæ ¹ íåñêií÷åííîþ: 𝜎2(𝑡) = ∞ ïðè áóäü-ÿêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó

𝑡 . Ïîäiáíi ïðîöåñè íàçèâàþòü ïîëüîòàìè Ëåâi, i ¨õ óñïiøíî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ

ìîäåëþâàííÿ çíà÷íîãî ñïåêòðó ôiçè÷íèõ ÿâèù ðiçíîìàíiòíî¨ ïðèðîäè.

Íà ðèñóíêó 1.4 ïîêàçàíî ÿñêðàâèé ïðèêëàä ôiçè÷íîãî ïðîöåñó, ùî îïèñó-

¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è iç êîíöåïöi¨ ïîëüîòiâ Ëåâi: ðîçïîâñþäæåííÿ ñâiòëà â ñêëi Ëå-

âi [196�198]. Òàêi ìàòåðiàëè ñêëàäàþòüñÿ iç ñêëÿíèõ ìiêðîñôåð, ùî ïîìiùåíi ó

ïîëiìåðíó ìàòðèöþ òà ìàþòü âèïàäêîâi ðîçìiðè iç ñòåïåíåâèì ðîçïîäiëîì. À

òîìó òðà¹êòîðiÿ ðóõó ôîòîíà, ÿêèé ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ ÷åðåç ìiêðîñôåðè âè-

ïàäêîâèì ÷èíîì çìiíþ¹ íàïðÿì ðóõó â öüîìó íåãîìîãåííîìó ñåðåäîâèùi, áóäå

ÿâëÿòè ñîáîþ ïîëüîòè Ëåâi.

Ðèñ. 1.4. Ïàíåëü (𝑎) � åëåêòðîííèé ìiêðîçíiìîê ñêëà Ëåâi; ñiði çîíè � ñêëÿ-
íi ñôåðè 𝑇𝑖𝑂2 , òåìíi îáëàñòi � ïîëiìåðíà ìàòðèöÿ. Ïàíåëü (𝑏) � iëþñòðàöiÿ
ïîëüîòó Ëåâi ôîòîíà â ñêëi Ëåâi; âêëàäêà ïîêàçó¹ ìàñøòàáíó iíâàðiàíòíiñòü
ìàòåðiàëó. Ðèñóíîê (𝑎) âçÿòî iç ðîáîòè [198], à ðèñóíîê (𝑏) � iç ðîáîòè [196].
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1.2. Процеси Левi

Îäíèì iç íàéôóíäàìåíòàëüíiøèõ ðåçóëüòàòiâ â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ¹ öåíò-

ðàëüíà ãðàíè÷íà òåîðåìà. Iç íå¨ ñëiäó¹, ùî ñóìà íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäi-

ëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ç êiíöåâèì ìîìåíòîì äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ âèïàäêîâîþ

âåëè÷èíîþ ç ðîçïîäiëîì, ÿêèé ïðÿìó¹ äî íîðìàëüíîãî (ãàóññîâîãî) çà óìîâè, ùî

êiëüêiñòü äîäàíêiâ çðîñòà¹ [105,199]. Äåòàëüíèé iñòîðè÷íèé îãëÿä ðîçâèòêó öi¹¨

òåîðåìè ìiñòèòüñÿ, íàïðèêëàä, ó êíèçi [200]. Äëÿ òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ

äóæå âàæëèâèì ¹ òîé ôàêò, ùî öåíòðàëüíó ãðàíè÷íó òåîðåìó ìîæíà çàñòîñó-

âàòè äëÿ äîñëiäæåííÿ äèíàìi÷íî¨ ïðîáëåìè ùîäî ïåðåìiùåííÿ ÷àñòèíêè, ÿêà

çäiéñíþ¹ âèïàäêîâi ñòðèáêè. À ñàìå, ñóìà ïåðåìiùåíü (âèïàäêîâèõ âåëè÷èí)

áóäå âèçíà÷àòè ôiíàëüíó ïîçèöiþ ÷àñòèíêè, i, ÿê ðåçóëüòàò, ðîçïîäië ïîçèöi¨

÷àñòèíêè ïðÿìóâàòèìå äî íîðìàëüíîãî, ÿêùî ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó âåëè-

÷èíè ñòðèáêà ¹ ñêií÷åííèì. Òîáòî äàíà òåîðåìà ¹ ìàòåìàòè÷íîþ îñíîâîþ äëÿ

âåëè÷åçíîãî ÷èñëà ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ äèôóçiéíîãî òèïó. Çâåðíåìî óâàãó, ùî

íîðìàëüíèé ðîçïîäië ¹ òàê çâàíèì ñòiéêèì ðîçïîäiëîì. Öå çíà÷èòü, ùî ñóìà (â

çàãàëüíîìó âèïàäêó � ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ç äîäàòíèìè âàãàìè) äâîõ íåçàëåæíèõ

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí áóäå ìàòè òàêèé æå ðîçïîäië, ÿê i öi âåëè÷èíè (ç óðàõóâàí-

íÿì ïåâíîãî ìàñøòàáóâàííÿ òà çñóâó).

Â 20-õ ðîêàõ XX ñòîði÷÷ÿ Ï. Ëåâi ïîêàçàâ, ùî îêðiì íîðìàëüíîãî iñíó¹

öiëèé êëàñ ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ, ÿêi îòðèìàëè íàçâó 𝛼 -ñòiéêi ðîçïîäiëè Ëåâi. Çà

âèêëþ÷åííÿì íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó âñi âîíè ìàþòü òàê çâàíi âàæêi ñòåïåíåâi

õâîñòè òà íåñêií÷åííèé ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó. Iç óçàãàëüíåíî¨ öåíòðàëüíî¨

ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ñóìà íåçàëåæíèõ îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âè-

ïàäêîâèõ âåëè÷èí iç âàæêèìè õâîñòàìè ñõîäèòüñÿ äî îäíîãî iç ðîçïîäiëiâ Ëå-

âi [105,201�203]. Ïðè öüîìó ðîçïîäië Ëåâi öi¹¨ ñóìè ìàòèìå òàêèé æå õâîñòîâèé

iíäåêñ ÿê i ðîçïîäiëè äîäàíêiâ. Òàêèì ÷èíîì, íåñêií÷åííiñòü ìîìåíòó äðóãîãî

ïîðÿäêó êîæíîãî îêðåìîãî äîäàíêó (êðîêó) òÿãíå çà ñîáîþ íåñêií÷åííiñòü äèñ-

ïåðñi¨ ôiíàëüíî¨ ñóìè (ïîçèöi¨ ÷àñòèíêè). Ç ÷àñîì âèÿâèëîñÿ, ùî ðîçïîäiëè ç

ñòåïåíåâèìè õâîñòàìè ãðàþòü âàæëèâó ðîëü íå òiëüêè â ìàòåìàòèöi (ïðè âè-



41

â÷åííi ãðàíè÷íèõ òåîðåì, ïðîöåñiâ, ùî ðîçãàëóæóþòüñÿ, âèïàäêîâèõ âèçíà÷íè-

êiâ òîùî [202, 204]), àëå é ¹ êëþ÷îâèìè äëÿ îïèñó çíà÷íîãî ÷èñëà àíîìàëüíèõ

ïðîöåñiâ ó ôiçèöi, áiîëîãi¨, åêîíîìiöi, ðîáîòîòåõíiöi òà iíøèõ ãàëóçÿõ [27�33,205].

Ó çâ'ÿçêó iç çàñëóãàìè Ï. Ëåâi âèïàäêîâi ïðîöåñè, äëÿ ÿêèõ ¹ ïðèòàìàííèì ôå-

íîìåí òàêèõ ñòàòèñòè÷íèõ çàêîíiâ, ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïîëüîòàìè Ëåâi.

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî iñòîðè÷íî âïåðøå äëÿ îïèñó ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ÷àñò-

êîâi âèïàäêè ðîçïîäiëiâ Ëåâi áóëè âèêîðèñòàíi äëÿ äîñëiäæåííÿ ñïåêòðó iîíiâ

ó ïëàçìi ïðè íàÿâíîñòi åôåêòó Øòàðêà [206] òà ôëóêòóàöié ãðàâiòàöiéíîãî ïî-

ëÿ çiðîê [207]. Äëÿ öèõ ïðîöåñiâ õàðàêòåðíèì ¹ ðîçïîäië Õîëüöìàðêà, ùî ìà¹

ñòåïåíåâi õâîñòè ç iíäåêñîì 𝛼 = 3/2 . Íà äîäàòîê äëÿ îïèñó ðåçîíàíñiâ çáóäæå-

íèõ ñòàíiâ àòîìiâ [208] áóëî âèêîðèñòàíî íåðåëÿòèâiñòñüêèé ðîçïîäië Áðåéòà-

Âiãíåðà, ÿêèé â ìàòåìàòèöi áiëüø âiäîìèé ÿê ðîçïîäië Êîøi iç õâîñòîâèì ií-

äåêñîì 𝛼 = 1 . Îäíàê ïî-ñïðàâæíüîìó êëþ÷îâà ðîëü ñòåïåíåâèõ çàêîíiâ ñòàëà

çðîçóìiëà ïiñëÿ �ôðàêòàëüíî¨ ðåâîëþöi¨� [209], ùî âçàãàëi çìiíèëà íàø ïîãëÿä

íà ïðèðîäó.

Êîíöåïòóàëüíî ìîäåëü ïîëüîòiâ Ëåâi ¹ ñõîæîþ äî áðîóíiâñüêîãî ðóõó, ëè-

øå iç óðàõóâàííÿì òîãî ôàêòó, ùî ÷àñòèíêà ìîæå ðîáèòè äóæå äîâãi ñòðèáêè

òà ïåðåáóâàòè ÿê çàâãîäíî äîâãî â ïîòî÷íîìó ïîëîæåííi (äèâ. ðèñóíîê 1.5). Öå

ïðèçâîäèòü äî òîãî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêèé ïðîöåñ ¹ íåëîêàëüíèì ó

÷àñi òà ïðîñòîði. Çàóâàæèìî, ùî äóæå äîâãi ñòðèáêè ÷àñòèíêè ôàêòè÷íî åêâiâà-

ëåíòî òîìó, ùî âîíà ìîæå ïåðåìiùóâàòèñÿ iç íåñêií÷åííî âåëèêîþ øâèäêiñòþ.

À âòiì, ïîëüîòè Ëåâi íå ¹ ïðîñòî àáñòðàêòíèì ìàòåìàòè÷íèì ôîðìàëiçìîì. Ïî-

ïåðøå, â äåÿêèõ çàäà÷àõ öi íþàíñè ìîäåëi íå ãðàþòü æîäíî¨ ðîëi; à ïî-äðóãå,

ìåõàíiçìè, ùî ïðèçâîäÿòü äî äèñïåðñi¨ äîñëiäæóâàíîãî îá'¹êòó ìîæóòü íå âiä-

íîñèòèñÿ äî ôiçè÷íîãî ðóõó îá'¹êòó â Åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Íàïðèêëàä, ïðè÷è-

íàìè ìîæóòü áóòè äàëüíîäiþ÷i âçà¹ìîäi¨ [210], íåòðèâiàëüíà òîïîëîãiÿ ôàçîâîãî

àáî êîíôiãóðàöiéíîãî ïðîñòîðó ïîëiìåðíèõ ñèñòåì [211,212], âëàñòèâîñòi ãðàôiâ

(ùî ìîäåëþþòü ñîöiàëüíi òà Iíòåðíåò-ìåðåæi, íåéðîííi ìåðåæi, ãåííi ìåðåæi òà

iíøi) [213], ñïåêòðàëüíi õàðàêòåðèñòèêè íåâïîðÿäêîâàíèõ ñåðåäîâèõ, àìîðôíèõ

ìàòåðiàëiâ, ñêëà [214,215] i ò.ä.
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Levy f light

Ðèñ. 1.5. Ïîðiâíÿííÿ òèïîâèõ òðà¹êòîðié ðóõó äëÿ íîðìàëüíî¨ äèôóçi¨ òà ïî-
ëüîòiâ Ëåâi (ìàñøòàáè íà âêëàäêàõ çëiâà òà ñïðàâà ¹ ðiçíèìè). Ó âèïàäêó íîð-
ìàëüíî¨ äèôóçi¨ êîæíèé êðîê âíîñèòü îäíàêîâèé âêëàä â ñåðåäíi òðàíñïîðòíi
âëàñòèâîñòi ïðîöåñó, à äëÿ ïîëüîòiâ Ëåâi õàðàêòåðíèìè ¹ äîâãi ñòðèáêè, ÿêi
âiäiãðàþòü äîìiíóþ÷ó ðîëü.

Ó âèïàäêó, êîëè âàæêi õâîñòè ¹ íåñóìiñíèìè ç ôiçè÷íèìè õàðàêòåðèñòè-

êàìè ïðîöåñó, ñòåïåíåâi ðîçïîäiëè îáðiçàþòü, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíîãî âåëèêî-

ãî çíà÷åííÿ çìiííî¨ [216]. Öå äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè êiíöåâi ìîìåíòè âèïàäêîâî¨

çìiííî¨, çáåðiãøè ïðè öüîìó âëàñòèâîñòi ñòåïåíåâèõ ðîçïîäiëiâ â öåíòðàëüíié

îáëàñòi. Îäíàê òàêå îáðiçàííÿ ¹ ôåíîìåíîëîãi÷íîþ ïðîöåäóðîþ i ìiñòèòü ïåâ-

íó ñàìîâiëüíiñòü, ùî íå çàâæäè îáãðóíòîâàíà iç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó. Iíêîëè

ïðîáëåìó ðîçõîäæåííÿ ìîìåíòiâ (ÿêùî äëÿ äàíîãî ïðîöåñó öå ¹ ïðîáëåìîþ)

óñïiøíî âèðiøóþòü çàñòîñóâàííÿì êîíöåïöi¨ íå ïîëüîòiâ Ëåâi, à áëóêàíü Ëå-

âi [33,165,178,217,218]. Äëÿ áëóêàíü Ëåâi ÷àñòèíêà ðóõà¹òüñÿ âïðîäîâæ âèïàä-

êîâîãî ÷àñó â ïåâíîìó íàïðÿìêó ç êiíöåâîþ øâèäêiñòþ, ïîòiì çìiíþ¹ íàïðÿìîê

i çíîâó ðóõà¹òüñÿ i ò.ä. Òîáòî ìîæëèâà êîîðäèíàòà ÷àñòèíêè çàâæäè îáìåæåíà

ðàäióñîì, ùî ðiâíèé äîáóòêó øâèäêîñòi (ìàêñèìàëüíî¨, ÿêùî âîíà ôëóêòó¹) íà

çàãàëüíèé ÷àñ. Îñòàííiì ÷àñîì öåé çðó÷íèé òà ïîòóæíié ïiäõiä ñòàâ øèðîêî-

âæèâàíèì äëÿ îïèñó ãàìiëüòîíîâèõ ñèñòåì [219,220], ðîçïîâñþäæåííÿ ôîòîíiâ

â ñêëàäíèõ ñåðåäîâèùàõ [196], ôëþîðèñöåíöi¨ êâàíòîâèõ òî÷îê [136], õîëîäíèõ

àòîìiâ [221,222], ðóõó áàêòåðié, ðîáîòîòåõíiöi i ò.ä. (äèâ. îãëÿä [33]).
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Ïiäêðåñëèìî, ùî, íå çâàæàþ÷è íà äåùî íåçâè÷íi íà ïåðøèé ïîãëÿä âëà-

ñòèâîñòi ñòàòèñòèêè Ëåâi, áiëüøiñòü íàéâàæëèâiøèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî ñòîñó¹òüñÿ

äîñëiäæåííÿ ïðîöåñiâ Ëåâi íå ¹ ñóòî òåîðåòè÷íîþ, à çíàõîäèòü åêñïåðèìåíòàëü-

íå ïiäòâåðäæåííÿ òà çàñòîñóâàííÿ. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî â áàãàòüîõ âèïàäêàõ

îïèñ ïðîöåñó íà îñíîâi ïîëüîòiâ ÷è áëóêàíü Ëåâi ïðèâîäèòü äî åêâiâàëåíòíèõ

ðåçóëüòàòiâ. ßêùî æ ðiçíèöÿ ó òîìó, ÿêèé ïiäõiä îáðàòè, iñíó¹, òî íåîáõiäíî

àíàëiçóâàòè êîæåí êîíêðåòíèé ïðîöåñ îêðåìî íà ïðåäìåò, ÿêà iç êîíöåïöié ôi-

çè÷íî òà ìàòåìàòè÷íî ïðèéíÿòíiøà i äà¹ àäåêâàòíiøi ðåçóëüòàòè.

1.3. Методи опису аномальних процесiв

Íàé÷àñòiøå ñòîõàñòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ áàçó¹òüñÿ íà

äâîõ çãàäóâàíèõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïiäõîäàõ, à ñàìå: êîíöåïöi¨ âèïàäêîâèõ áëó-

êàíü [146,223] òà ñòîõàñòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿííÿõ [143,144,224]. Îñòàí-

íié ïiäõiä ïðè öüîìó ìîæå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê iç áiëüø ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó â

ðàìêàõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà [70], òàê iç ìàòåìàòè÷íî¨ â ðàìêàõ áðîóíiâñüêîãî

ðóõó (âiíåðiâñüêîãî ïðîöåñó) [225]. Õî÷à âèïàäêîâi áëóêàííÿ òà ñòîõàñòè÷íi äè-

ôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ ìàþòü ðiçíó òåðìiíîëîãiþ òà ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, àëå

áëèçüêî ïîâ'ÿçàíi òà â äåÿêèõ âèïàäêàõ ìîæíà ïîêàçàòè ¨õ ïîâíó åêâiâàëåí-

òíiñòü. Çàóâàæèìî, ùî öi ñòîõàñòè÷íi ïiäõîäè ¹ ìiêðîñêîïi÷íèìè, òîáòî âðàõî-

âóþòü éìîâiðíiñíi âëàñòèâîñòi êîæíî¨ îêðåìî¨ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè àáî âëàñòè-

âîñòi ñåðåäîâèùà âiäíîñíî öi¹¨ ÷àñòèíêè. À òîìó öi ïiäõîäè äàþòü ïðîçîði òà

ÿñíi óÿâëåííÿ ïðî äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ, à òàêîæ ìîæëèâiñòü òîíêî òà ãíó÷êî

îïèñóâàòè éîãî êîíêðåòíi íþàíñè.

1.3.1. Неперервнi у часi випадковi блукання

Â êëàñè÷íîìó ôîðìóëþâàííi âèïàäêîâå áëóêàííÿ çàäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè

âèïàäêîâèõ çìiííèõ 𝑋𝑛 = 𝜉1 + 𝜉2 + ... + 𝜉𝑛. Â òàêîìó âèçíà÷åííi ÷àñ ðîçóìi-

þòü äèñêðåòíèì, i âií ïðîñòî ðiâíèé êiëüêîñòi âèïàäêîâèõ âåëè÷èí (äîäàíêiâ ó

ôîðìóëi). Äëÿ ïðîñòîòè ìè ïðèâåëè îäíîâèìiðíèé âèïàäîê, îñêiëüêè îïèñ áà-
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ãàòîâèìiðíèõ áëóêàíü ¹ àíàëîãi÷íèì. Òåîðiÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü ó ðiâíié ìiði

çíàõîäèòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ ÿê ó ÷èñòî ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷àõ, òàê i ÿê ìîäåëü

äëÿ âñå çðîñòàþ÷î¨ êiëüêîñòi ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ, iç âàæëèâèìè çàñòîñóâàííÿìè

â õiìi¨, áiîëîãi¨, åêîíîìiöi, ñîöiàëüíèõ íàóêàõ òîùî.

Ïðè äîñëiäæåííi ôiçè÷íèõ ñèñòåì îäíi¹þ iç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê

¹ âiäïîâiäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äëÿ äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó. Äëÿ âèïàäêîâèõ

áëóêàíü ç äèñêðåòíèì ÷àñîì íåîáõiäíi àñèìïòîòè÷íi ðîçïîäiëè ìîæíà îòðèìó-

âàòè íà îñíîâi öåíòðàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Ïðîòå äóæå ÷àñòî îïèñ ïðîöåñó

ïîòðåáó¹ ïåðåõîäó äî íåïåðåðâíîãî ÷àñó, âðàõóâàííÿ âèïàäêîâèõ âëàñòèâîñòåé

ñåðåäîâèùà, äi¨ çîâíiøíiõ ïîëiâ, ãðàíè÷íèõ óìîâ ÷è âëàñòèâîñòåé íåìàðêîâîñ-

òi. Â òàêèõ âèïàäêàõ íà îñíîâi êëàñè÷íèõ iäåé âèïàäêîâèõ áëóêàíü áóäóþòüñÿ

áiëüø çàãàëüíi òåîði¨, ùî äîçâîëÿþòü âðàõîâóâàòè ñïåöèôi÷íi îñîáëèâîñòi ïðî-

öåñó. Îäíi¹þ iç íàéïîòóæíiøèõ òà ãíó÷êèõ òåîðié ïîäiáíîãî òèïó ¹ òåîðiÿ íåïå-

ðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü1 [27�33], ÿêà áóëà ïðåäñòàâëåíà Å. Ìîòðîë-

ëîì i Äæ. Âåéññîì ó 1965 ðîöi [226] òà âiäêðèëà øëÿõ äëÿ âèñâiòëåííÿ ïðîöåñiâ,

ó ÿêèõ iíòåðâàëè ÷àñó ìiæ ïîñëiäîâíèìè ïîäiÿìè òà âåëè÷èíè ñòðèáêiâ, ùî õà-

ðàêòåðèçóþòü ïåðåõîäè ñèñòåìè ìiæ ¨¨ ñòàíàìè, ¹ ôëóêòóþ÷èìè.

Ó áàãàòüîõ ñèòóàöiÿõ äëÿ äîñëiäæåííÿ ôiçè÷íèõ ÿâèù íàéáiëüø çðó÷íèì

¹ âèêîðèñòàííÿ äèñêðåòíèõ ìîäåëåé. Òàê, çãiäíî ç åéíøòåéíiâñüêîþ êàðòèíîþ

äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ, ñòàí ñèñòåìè íà 𝑗 -ìó êðîöi (êîîðäèíàòà áðîóíiâñüêî¨ ÷à-

ñòèíêè) çìiíþ¹òüñÿ íà ïåâíó âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝜉𝑗 , ùî ðîçïîäiëåíà iç ãóñòè-

íîþ éìîâiðíîñòi 𝑤(𝜉) . Çìiíè ïîëîæåííÿ âiäáóâàþòüñÿ ÷åðåç iíòåðâàëè ÷àñó

𝜏0 , òîáòî ôàêòè÷íî ôiêñîâàíi ÷àñè î÷iêóâàííÿ ìàþòü ðîçïîäië 𝛿(𝜏 − 𝜏0) . À

äàëi äëÿ îòðèìàííÿ äèôóçiéíîãî ðiâíÿííÿ ïåðåõîäÿòü äî íåïåðåðâíî¨ ãðàíèöi,

ñïðÿìîâóþ÷è êðîê äèñêðåòèçàöi¨ 𝜏0 äî íóëÿ. Äèñêðåòíiòü íå îáîâ'ÿçêîâî ìà¹

áóòè ïî ÷àñó. Äèñêðåòíi ñòðèáêè àäåêâàòíî îïèñóþòü âèïàäêîâi áëóêàííÿ íà

ðåøiòêàõ ðiçíî¨ ïðèðîäè. Íàïðèêëàä, äèñêðåòíèìè ó ïðîñòîði ìîæóòü ââàæà-

òèñÿ ïðîöåñè ïðîâiäíîñòi â òâåðäèõ òiëàõ, äå â ðåçóëüòàòi íàãðiâàííÿ ñòðóêòóðíi

1Â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði çàãàëüíîïðèéíÿòèì ñêîðî÷åííÿì äëÿ òàêîãî ðîäó ïðîöåñiâ ¹ CTRW (continuous-
time random walk), òîìó äàëi â ðîáîòi ìè iíêîëè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè öþ àáðåâiàòóðó.



45

åëåìåíòè ïåðåñêàêóþòü ìiæ ëîêàëiçîâàíèìè ïîçèöiÿìè. Àëå â öié æå ñèòóàöi¨

ôiêñîâàíèé ÷àñ î÷iêóâàííÿ 𝜏0 ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè íå âiäïîâiäà¹ ðå-

àëüíié êàðòèíi, â ÿêié ÷àñè î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè ìîæóòü áóòè ðiçíèìè,

òîáòî ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç äåÿêèì ðîçïîäiëîì 𝑝(𝜏) (äëÿ ìàðêiâñüêèõ

ïðîöåñiâ öåé ðîçïîäië ¹ åêñïîíåíöiàëüíèì). Òàêèì ÷èíîì, ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó âñå æ òàêè ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè òîé ôàêò, ùî i ÷àñè î÷iêóâàííÿ, i äîâæèíè

ñòðèáêiâ ¹ âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè ç ïåâíèìè ðîçïîäiëàìè.

Òåîðiÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà äîçâîëÿ¹ îïèñàòè ÿê íîðìàëüíó äèôóçiþ òà äå-

áà¹âñüêó ðåëàêñàöiþ, òàê i àíîìàëüíi òðàíñïîðòíi ïðîöåñè òà íåäåáà¹âñüêó ðåëà-

êñàöiþ âèõîäÿ÷è iç ¹äèíèõ iäåéíèõ ïðèíöèïiâ. CTRW-ïiäõiä ó íàéáiëüø çðó÷íî-

ìó âèãëÿäi áóâ ñôîðìóëüîâàíèé Ã. Øåðîì òà Ì. Ëàêñîì íà îñíîâi ðåêóðåíòíèõ

ñïiââiäíîøåíü [227] i çà îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ ñòàâ áåçóìîâíèì ôóíäàìåíòîì äëÿ

òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü ïðîöåñiâ iç àíîìàëüíîþ ïîâåäiíêîþ. Ó ðàìêàõ äàíî¨

êîíöåïöi¨ âäà¹òüñÿ óñïiøíî áóäóâàòè ìîäåëi íå òiëüêè äëÿ ïðîöåñiâ ç âèïàäêî-

âèìè âåëè÷èíàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ òà ñòðèáêiâ ïðîöåñó, à é äëÿ ñèñòåì ç ðiçíî-

ìàíiòíèìè êîðåëÿöiÿìè ìiæ íèìè. Òàêà óñïiøíiñòü ïîâ'ÿçàíà iç ïðîñòîòîþ òà

ãíó÷êiñòþ ìîäåëi CTRW, ùî äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ÿâèùà ðiçíî¨ ïðèðîäè ïðè

íåçíà÷íié êiëüêîñòi ïðèïóùåíü ùîäî õàðàêòåðó ¨õ ïîâåäiíêè.

Рiвняння Монтролла-Вейсса

Óìîâíà éìîâiðíiñòü ïåðåõîäó ñèñòåìè â êiíöåâèé ñòàí ìîæå áóòè îïèñàíà

÷åðåç ëàíöþã ðåêóðåíòíèõ ñïiââiäíîøåíü, ùî ïîâ'ÿçóþòü ñóñiäíi ìîìåíòè ÷àñó

(äèñêðåòíi ÷è êîíòèíóàëüíi). Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêi ðiâíÿííÿ ¹ iíòåãðî-

äèôåðåíöiàëüíèìè i ïîòî÷íèé ñòàí ñèñòåìè çàëåæèòü âiä óñiõ ïîïåðåäíiõ ñòàíiâ.

Îäíàê ÷àñòî ïðè íàêëàäàííi ïðèðîäíèõ óìîâ (íàïðèêëàä, îäíîðiäíiñòü ÷è ñè-

ìåòðè÷íiñòü ïðîöåñó ó ïðîñòîði òà ÷àñi), âîíè âiäðàçó çíà÷íî ñïðîùóþòüñÿ. Ðiâ-

íÿííÿ ïðèéìàþòü âèãëÿä çãîðòêè ôóíêöié, à òîìó äîïóñêàþòü ïðåäñòàâëåííÿ

ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà òà ìîæëèâiñòü çíàõîäæåííÿ àíàëiòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ,

îñîáëèâî äëÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ó ÷àñi ïîâåäiíêè. Çàóâàæèìî, ùî iñíóâàííÿ òàêèõ

àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òiñíî ïîâÿçàíî iç ìàñøòàáóþ÷èìè âëàñòèâîñòÿìè äî-
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ñëiäæóâàíèõ ïðîöåñiâ, i ïðè àíàëiòè÷íîìó àíàëiçi ïðîñòið Ôóð'¹-Ëàïëàñà ÿêðàç

äà¹ çðó÷íi ìîæëèâîñòi äëÿ ¨õ âðàõóâàííÿ.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäêîâèé ðóõ ÷àñòèíîê ó ãîìîãåííîìó ñåðåäîâèùi. Íàñ áó-

äå öiêàâèòè ïîâåäiíêà ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ùî â ìîìåíò ÷àñó 𝑡 ïî-

ëîæåííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) = 𝑥 . Çîñåðåäèìî óâàãó íà îäíîâèìiðíîìó âèïàäêó,

îñêiëüêè ó ðàçi íåîáõiäíîñòi äîäàòêîâi ïðîñòîðîâi êîîðäèíàòè ââîäÿòüñÿ äóæå

ëåãêî, íå âïëèâàþ÷è íi íà ëîãiêó ðîçìiðêîâóâàííÿ, íi íà õàðàêòåðíèé âèãëÿä

ðiâíÿíü. Êîæíà ÷àñòèíêà ìîæå çäiéñíþâàòè âèïàäêîâi ñòðèáêè âïðàâî ÷è âëiâî

íà ÿêóñü äîâæèíó ç ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi 𝑤(𝜉) , à ÷àñè î÷iêóâàííÿ ìiæ ïî-

ñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè çàäàíi ç ðîçïîäiëîì 𝑝(𝜏) . Ìè ââàæà¹ìî, ùî âåëè÷èíè

ñòðèáêiâ òà ÷àñè î÷iêóâàííÿ íåçàëåæíi îäíå âiä îäíîãî âåëè÷èíè. Äàíi äâà ðîç-

ïîäiëè ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü ìàêðîñêîïi÷íi âëàñòèâîñòi ðîçãëÿäóâàíîãî òðàíñ-

ïîðòíîãî ïðîöåñó. Çàçíà÷èìî, ùî öi ãóñòèíè ¹ íîðìîâàíèìè:
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉𝑤(𝜉) = 1

òà
∫︀∞

0 𝑑𝜏𝑝(𝜏) = 1 . Òàê, ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡)

âèçíà÷à¹òüñÿ âiäîìèì ðiâíÿííÿì Ìîíòðîëëà-Âåéññà [27,30,32,33]

𝑃𝑘𝑠 =
1− 𝑝𝑠

𝑠(1− 𝑝𝑠𝑤𝑘)
. (1.15)

Â öié ôîðìóëi âèêîðèñòàíî çìiííi 𝑘 òà 𝑠 , ùîá ïîçíà÷èòè êîîðäèíàòè ó ïðîñòîði

Ôóð'¹ òà Ëàïëàñà âiäïîâiäíî (𝑥
ℱ−→ 𝑘 , 𝑡

ℒ−→ 𝑠 ).

Ðiâíÿííÿ Ìîòðîëëà-Âåéññà îïèñó¹ ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ïîëîæåííÿ áëóêà-

þ÷î¨ ÷àñòèíêè, îäíó iç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ áóäü-ÿêîãî ñòîõàñòè-

÷íîãî ïðîöåñó, à òîìó ¹ êëþ÷îâèì ïðè äîñëiäæåííi àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ

ïðîöåñiâ, ìîäåëü ÿêèõ ïîáóäîâàíà íà îñíîâi CTRW. Âîäíî÷àñ íàéáiëüø âàæ-

ëèâîþ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ïðîöåñó ¹ ïîâåäiíêà öi¹¨ ãó-

ñòèíè éìîâiðíîñòi ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó. Iñíó¹ äóàëiçì, ïðè ÿêîìó âåëè-

êèì çíà÷åííÿì çìiííèõ 𝑥 òà 𝑡 âiäïîâiäàþòü ìàëi çíà÷åííÿ 𝑘 òà 𝑠 âiäïîâiäíî.

Âèõîäÿ÷è iç öüîãî, àñèìïòîòè÷íå ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà ïî-

â'ÿçàíå iç àíàëiçîì ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ 𝑃𝑘𝑠 â ðåæèìi 𝑘 → 0 i 𝑠 → 0 , à ïîòiì

çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà Ëàïëàñà, ùîá îòðèìàòè ãóñòè-
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íó 𝑃 (𝑥, 𝑡) äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü çìiííèõ 𝑥 òà 𝑡 . Çàóâàæèìî, ùî â çàëåæíîñòi

âiä ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ïîðÿäêàìè ìàëîñòi 𝑘 òà 𝑠 àñèìïòîòè÷íèõ ðåæèìiâ äëÿ

𝑃𝑘𝑠 , à òîìó i äëÿ 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ìîæå áóòè äåêiëüêà [228�231].

Òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà âiäîìi ëèøå â äåÿêèõ ÷àñòêî-

âèõ âèïàäêàõ [232�235] â òåðìiíàõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié. À îñü àñèìïòîòè÷íi

ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.15) çíàéäåíi äëÿ âñiõ êîìáiíàöié òèïîâèõ ðîçïîäiëiâ ÷àñó

î÷iêóâàííÿ òà âåëè÷èí ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè, ùî ìàþòü êiíöåâèé ìîìåíò äðóãîãî

ïîðÿäêó òà/àáî âàæêi õâîñòè [236�240]. Âèíèêà¹ òàêîæ çàöiêàâëåíiñòü ó îòðè-

ìàííi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ äëÿ íàäïîâiëüíîãî CTRW-ïðîöåñó, ùî õàðàê-

òåðèçóþòüñÿ ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ iç íåñêií÷åííèìè ìîìåíòàìè áóäü-

ÿêîãî (â òîìó ÷èñëi äðîáíîãî) ïîðÿäêó. Öå ïîâÿçàíî ç òèì, ùî îêðiì ÷èñòî òåîðå-

òè÷íîãî iíòåðåñó, íàäïîâiëüíi CTRW-ïðîöåñè óñïiøíî çàðåêîìåíäóâàëè ñåáå ÿê

ìîäåëü äëÿ ÿâèù iç àíîìàëüíîþ åâîëþöi¹þ. Íàïðèêëàä, âîíè êîðèñíi äëÿ îïè-

ñàííÿ ïðîöåñiâ óëüòðàïîâiëüíî¨ êiíåòèòèêè [192], iòåðàöiéíèõ âiäîáðàæåíü [190],

íàäïîâiëüíî¨ äèôóçi¨ [194], äèíàìiêè Ëàíæåâåíà [241] i ò.ä. Ïðè öüîìó äëÿ íå-

çâ'ÿçàíèõ íàäïîâiëüíèõ CTRW-ïðîöåñiâ âiäïîâiäíi àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðiâ-

íÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà îòðèìàíî ó ðîáîòi [195] äëÿ âèïàäêó ñêií÷åííîãî ìî-

ìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó âåëè÷èí ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè. Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òåîði¨

CTRW ïîâ'ÿçàíèé iç ðîçøèðåííÿì íàäïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ ïðîöåñiâ íà âè-

ïàäîê âàæêèõ õâîñòiâ 𝑤(𝜉) , ùî õàðàêòåðíi äëÿ ïîëüîòiâ Ëåâi.

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî iç âèðàçó (1.15) ñëiäó¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

𝑃 (𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜉𝑤(𝜉)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝑝(𝜏)𝑃 (𝑥− 𝜉, 𝑡− 𝜏) + 𝛿(𝑥)𝑉 (𝑡). (1.16)

ßê âèäíî iç îñòàííüî¨ ôîðìóëè, ó çàãàëüíîìó âèïàäêó CTRW-ïðîöåñ ïðîÿâ-

ëÿ¹ íåëîêàëüíiñòü ó ÷àñi òà ïðîñòîði. Öåé ïðîöåñ ¹ íåìàðêiâñüêèì, à áiëüø

òî÷íî íàïiâìàðêiâñüêèì [242], ÿêèé ùå iíêîëè íàçèâàþòü ïðîöåñîì ìàðêiâñüêî-

ãî âiäíîâëåííÿ, îñêiëüêè âií ïî¹äíó¹ â ñîái âëàñòèâîñòi ìàðêiâñüêèõ ïðîöåñiâ

òà ïðîöåñiâ âiäíîâëåííÿ. Çàóâàæèìî, ÿêùî ÷àñè î÷iêóâàííÿ ìiæ ïåðåõîäàìè ¹

åêñïîíåíöiàëüíèìè ç iíòåíñèâíiñòþ 𝜆 , òî ïðîöåñ ñòà¹ ìàðêiâñüêèì i ç âèðàçó
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(1.16) ìîæíà îòðèìàòè âiäîìå ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-Ôåëëåðà [36,243,244]

𝜕

𝜕𝑡
𝑃 (𝑥, 𝑡) = 𝜆

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜉𝑤(𝜉)[𝑃 (𝑥− 𝜉, 𝑡)− 𝑃 (𝑥, 𝑡)]. (1.17)

Ó ðàçi çàëåæíîñòi âåëè÷èí ñòðèáêiâ òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ îäíå âiä îäíîãî íå-

îáõiäíî çàìiñòü ãóñòèí 𝑤(𝜉) i 𝑝(𝜏) âðàõîâóâàòè ¨õ ñïiëüíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi

𝜑(𝜉, 𝜏) . Î÷åâèäíî, ùî ìîæëèâî äâà âèïàäêè: (i) 𝜑(𝜉, 𝜏) = 𝑤(𝜉|𝜏)𝑝(𝜏) àáî (ii)

𝜑(𝜉, 𝜏) = 𝑝(𝜏 |𝜉)𝑤(𝜉) , ÿêi îïèñóþòü ñèòóàöi¨, êîëè çà ïåâíèé ÷àñ ÷àñòèíêà ìîæå

ïðîéòè îáìåæåíó äèñòàíöiþ (âèïàäîê (i)), àáî êîëè ñòðèáîê ÿêî¨ñü äîâæèíè

ïîòðåáó¹ ïåâíî¨ çàòðàòè ÷àñó (âèïàäîê (ii)). Òîäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ

Ìîíòðîëà-Âåéññà çàïèñó¹òüñÿ ÿê (äèâ., íàïðèêëàä, [33])

𝑃𝑘𝑠 =
Ψ𝑘𝑠𝑃

0
𝑘

1− 𝜑𝑘𝑠
, (1.18)

äå Ψ(𝜉, 𝜏) =
∫︀∞
𝜏 𝑑𝜏 ′𝜑(𝜉, 𝜏 ′) Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî â íåçâ'ÿçàíîìó âèïàäêó

𝜑(𝜉, 𝜏) = 𝑤(𝜉)𝑝(𝜏) öå ðiâíÿííÿ çâîäèòüñÿ äî (1.15).

Äëÿ çàïèñó ðiâíÿííÿ (1.18) ìè ââåëè ãóñòèíó éìîâiðíîñòi Ψ(𝜉, 𝜏) , ùî ÷àñ-

òèíêà ïåðåìiùó¹òüñÿ íà äèñòàíöiþ 𝜉 i íà ìîìåíò ÷àñó 𝜏 ïðîäîâæó¹ çíàõî-

äèòèñü â öüîìó æ ñòàíi ðóõó (âiäíîñíî 𝜏 öÿ âåëè÷èíà ¹ éìîâiðíiñòþ). Òîäi

äëÿ âèïàäêó (i) ìà¹ìî Ψ(𝜉, 𝜏) = 𝑤(𝜉|𝜏)
∫︀∞
𝜏 𝑑𝜏 ′ 𝑝(𝜏 ′) , à äëÿ âèïàäêó (ii) âiäïî-

âiäíî Ψ(𝜉, 𝜏) = 𝑤(𝜉)
∫︀∞
𝜏 𝑑𝜏 ′ 𝑝(𝜏 ′|𝜉) . Îêðiì öüîãî, òóò ìè âðàõóâàëè äîâiëüíèé

ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ÷àñòèíêè 𝑃 (𝑥, 𝑡 = 0) = 𝑃 0(𝑥) . Íàïðèêëàä, ÿêùî ìiæ äîâ-

æèíîþ ïåðåìiùåííÿ òà ÷àñîì ðóõó ìà¹ ìiñöå áàëiñòè÷íèé çâ'ÿçîê 𝜉 = 𝑣𝜏 , äå

𝑣 � øâèäêiñòü ðóõó ÷àñòèíêè, i ñïiëüíà ãóñòèíà 𝜑(𝜉, 𝜏) äà¹òüñÿ âèðàçîì

𝜑(𝜉, 𝜏) =
1

2
𝛿(|𝜉| − 𝑣𝜏)𝑝(𝜏), (1.19)

òî iç âèðàçó (1.18) îòðèìó¹ìî

𝑃𝑘𝑠 =
[Ψ𝑠+𝑖𝑘𝑣 + Ψ𝑠−𝑖𝑘𝑣]𝑃

0
𝑘

2− [𝜑𝑠+𝑖𝑘𝑣 + 𝜑𝑠−𝑖𝑘𝑣]
. (1.20)
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Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ, à òàêîæ éîãî âàðiàöi¨, ¹ îäíèì iç êëþ÷îâèõ ïðè äîñëiä-

æåííi áëóêàíü Ëåâi. Îêðiì ïðîñòî âèïàäêó áàëiñòè÷íîãî çâ'ÿçêó âàæëèâó ðîëü

ãðàþòü áëóêàííÿ Ëåâi iç çóïèíêàìè [166, 218, 219], ôëóêòóàöiÿìè øâèäêîñòi â

ðåçóëüòàòi äi¨ çîâíiøíüîãî øóìó [245, 246], ç âèïàäêîâèìè øâèäêîñòÿìè [247],

íåëiíiéíèì ñòåïåíåâèì çâ'ÿçêîì [230] i ò.ä. Öiêàâèì ¹ òå, ùî äóæå ñõîæi ìîäåëi,

ÿêi ìàþòü çäàâàëîñÿ á íåçíà÷íi âiäìiííîñòi (íàïðèêëàä, íà ïî÷àòêó áëóêàíü

÷àñòèíêà ÷åêà¹ ïåâíèé ÷àñ, à ïîòiì ðóõà¹òüñÿ, ÷è íàâïàêè) ïðèâîäÿòü äî ñóò-

ò¹âî ðiçíèõ ðîçïîäiëiâ [248], à âiäïîâiäíî i âëàñòèâîñòåé ïðîöåñó. Öå ïîâÿçàíî

ç òèì, ùî äëÿ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ õàðàêòåðíèìè ¹ äóæå äîâãi ñòðèáêè òà ÷à-

ñè î÷iêóâàííÿ, à òîìó âêëàä îäíîãî �êðîêó� ìîæå áóòè òàêîãî æ ïîðÿäêó ÿê i

çàãàëüíà ñóìà óñiõ ïîïåðåäíiõ. ×åðåç öå äëÿ àíîìàëüíèõ ïðîöåñiâ ñóòò¹âèì ¹

âðàõóâàííÿ êîíêðåòíèõ íþàíñiâ äîñëiäæóâàíî¨ ìîäåëi.

Ðîçãëÿíåìî äàëi ùå îäèí ôóíäàìåíòàëüíèé ìiêðîñêîïi÷íèé ïiäõiä äëÿ îïè-

ñó äèíàìiêè áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè, à ñàìå ìåòîä Ëàíæåâåíà. Öåé ìåòîä, ÿê i áóäü-

ÿêèé iíøèé, ïîòðåáó¹ ïåâíî¨ àïðiîðíî¨ ôiçè÷íî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ñïåöèôiêó ïðî-

öåñó. Âîäíî÷àñ, ÿêùî â ïiäõîäi âèïàäêîâèõ áëóêàíü éìîâiðíiñíi õàðàêòåðèñòèêè

ïðîöåñó ïîâ'ÿçàíi iç âëàñòèâîñòÿìè ñàìî¨ ÷àñòèíêè, òî äëÿ ìåòîäó Ëàíæåâåíà

âîíè îáóìîâëþþòüñÿ ñåðåäîâèùåì (øóìîì).

1.3.2. Рiвняння Ланжевена

Ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà, òîáòî çâè÷àéíå ñòîõàñòè÷íå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿí-

íÿ, ¹ øèðîêîâæèâàíèì äëÿ âèâ÷åííÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì ó ôiçèöi, õiìi¨, òåõíi-

öi òà iíøèõ ñôåðàõ [70, 143]. Öåé ìåòîä ¹ íàäçâè÷àéíî ïîòóæíiì iíñòðóìåíòîì

àíàëiçó ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ, ùî äîçâîëÿ¹ âðàõîâóâàòè åôåêòè íåîäíîðiäíîñòi

ñåðåäîâèùà, êîðåëÿöi¨, âïëèâó çîâíiøíiõ ïîëiâ i ò.ä., îñîáëèâî â ñòàöiîíàðíèõ

ðåæèìàõ. Ó íàéïðîñòiøié ñèòóàöi¨, êîëè øóì (âèïàäêîâà ñèëà) ¹ áiëèì, òîáòî

ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèì ÿê ïîõiäíà ïî ÷àñó âiä ñòàöiîíàðíîãî ïðîöåñó, ÷è¨

iíêðåìåíòè ¹ íåçàëåæíèìè íà iíòåðâàëàõ, ÿêi íå ïåðåòèíàþòüñÿ, äèíàìiêà ñè-

ñòåìè ¹ ìàðêiâñüêîþ. Â çàëåæíîñòi âiä òèïó áiëîãî øóìó, ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà
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âiäòâîðþþòü çâè÷àéíi ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà [70, 143�145, 249] (ó âèïàäêó

ãàóññîâîãî áiëîãî øóìó), äðîáîâi ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà [29, 30, 32, 250�252]

(ó âèïàäêó áiëèõ øóìiâ Ëåâi), àáî îïèñóþòü ñòàíè âèæèâàííÿ òà ïîãëèíàííÿ

ñèñòåìè [241,253] (ó âèïàäêó íàäâàæêèõ øóìiâ).

ßêùî øóì ¹ êîëüîðîâèì, òî äèíàìiêà ñèñòåìè ñòà¹ íåìàðêiâñüêîþ i âiäïî-

âiäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi îïèñó¹òüñÿ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì, ÿêå

çà äåÿêèõ óìîâ ìîæå áóòè çâåäåíå äî äèôåðåíöiàëüíîãî çà äîïîìîãîþ ðîçêëàäó

Êðàìåðñà-Ìîéÿëà [70,145]. Îñêiëüêè â çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêi äèôåðåíöiàëü-

íi ðiâíÿííÿ ¹ íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, òî äëÿ ¨õ ñïðîùåííÿ, à òàêîæ ïîäàëüøî-

ãî òåîðåòè÷íîãî òà ÷èñëîâîãî ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòîâóþòü ïåâíi àïðîêñèìàöiéíi

ñõåìè [254�258]. Âòiì, ëèøå äëÿ äóæå ÷àñòêîâèõ âèïàäêiâ ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà

âiäîìi éîãî òî÷íi àíàëiòè÷íi ðîçâ'ÿçêè, ó òàêîìó ðàçi âiäïîâiäíi ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi òàêîæ ìîæóòü áóòè òî÷íî çíàéäåíi [249,259�261].

Îñîáëèâèì êëàñîì ¹ íåãàócñîâi øóìè, ùî ÿâëÿþòü ñîáîþ ïîñëiäîâ-

íiñòü 𝛿 -iìïóëüñiâ. Ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà, ùî ìiñòÿòü òàêi øóìè, àñîöiþþòüñÿ

âæå íå ç ðiâíÿííÿìè Ôîêêåðà-Ïëàíêà (íàâiòü óçàãàëüíåíèìè), à ðiâíÿííÿìè

Êîëìîãîðîâà-Ôåëëåðà. ßêùî êiëüêiñòü iìïóëüñiâ çà ÷àñ 𝑡 ¹ ïóàññîíiâñüêèì ïðî-

öåñîì (öå âiäïîâiäà¹ åêñïîíåíöiàëüíîìó ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ iìïóëü-

ñàìè), òî òàêi 𝛿 -iìïóëüñíi øóìè ¹ áiëèìè øóìàìè Ïóàññîíà i çàñòîñîâóþòüñÿ

äëÿ îïèñó ïðîöåñiâ ñòîõàñòè÷íîãî ðåçîíàíñó [262], ïðîöåñiâ âiáðàöi¨ [263, 264],

äèíàìiêè åêîñèñòåì [265, 266], iíäóêîâàíîãî øóìîì òðàíñïîðòó [267, 268] i ò.ä.

(äèâ. ïîñèëàííÿ [269�273] iç iíøèìè ïðèêëàäàìè çàñòîñóâàííÿ). Äëÿ äîâiëüíèõ

ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ iìïóëüñàìè (òîáòî íåïóàññîíiâñüêèõ øóìiâ) ãó-

ñòèíà éìîâiðíîñòi ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi ðåêóðåí-

òíîãî ñïiââiäíîøåííÿ [274]. Îäíàê òàêå ïðåäñòàâëåííÿ ìà¹ ñêëàäíó ñòðóêòóðó

i â çàãàëüíîìó âèïàäêó íå äà¹ ìîæëèâîñòi ïðèéíÿòíîãî àíàëiòè÷íîãî àíàëiçó.

Âiäìiòèìî, ùî íàâiòü, êîëè ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà ¹ ïåðøîãî ïîðÿäêó i ìà¹ ìiñöå

ïóàññîíiâñüêèé áiëèé øóì, òî òî÷íi ñòàöiîíàðíi ðîçâ'ÿçêè âiäîìi ëèøå â äåÿêèõ

÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ [244,274�277].

Öiêàâiñòü ùîäî øóìiâ Ïóàññîíà ïîâ'ÿçàíà ùå é ç òèì, ùî åâîëþöiÿ ñòàíó
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ñèñòåìè ïiä ¨õ äi¹þ çà ñâî¹þ ïðèðîäîþ ñõîæà äî ïðîöåñó âèïàäêîâèõ áëóêàíü,

îñêiëüêè ¨¨ ñòàí (ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi çîâíiøíüî¨ ñèëè) çìiíþ¹òüñÿ òiëüêè â

ïåâíi ìîìåíòè ÷àñó, øî ðîçïîäiëåíi ç äåÿêîþ ãóñòèíîþ. Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ

Ëàíæåâåíà ç 𝛿 -ïîäiáíèìè øóìàìè, ÿê i ìåòîä âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ¹ ìîäåëëþ

äëÿ ñòðèáêîïîäiáíèõ ïðîöåñiâ. Äàëi ìè îáãîâîðèìî çâ'ÿçîê íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi

âèïàäêîâèõ áëóêàíü ç âiäïîâiäíèìè ðiâíÿííÿìè Ëàíæåâåíà.

Зв’язок рiвнянь Ланжевена з неперервними у часi випадковими

блуканнями

Âèõîäÿ÷è iç ñõåìè CTRW-ïðîöåñó ïîçèöiþ 𝑋(𝑡) ÷àñòèíêè, ùî çäiéñíþ¹

âèïàäêîâi áëóêàííÿ, ìîæíî îïèñàòè ó ðàìêàõ ñòîõàñòè÷íîãî äèôåðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ iç øóìîì ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíîñòi 𝛿 -iìóëüñiâ [278]

𝑑

𝑑𝑡
𝑋(𝑡) =

∑︁
𝑗

𝜉𝑗 𝛿(𝑡− 𝑡𝑗), (1.21)

äå 𝜉𝑗 � äîâæèíè âèïàäêîâèõ ñòðèáêiâ (àìïëiòóäè 𝛿 -iìïóëüñiâ), à 𝑡𝑗 � âèïàä-

êîâi ìîìåíòè ÷àñó, â ÿêi çäiéñíþþòüñÿ öi ñòðèáêè. Ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiõ êðî-

êàõ 𝑗 ( 𝑗 ≥ 1 ) çà ÷àñ áëóêàííÿ 𝑡 . Ââàæàòèìåìî, ùî äîâæèíè ñòðèáêiâ 𝜉𝑗 òà

÷àñè î÷iêóâàííÿ 𝜏𝑗 = 𝑡𝑗 − 𝑡𝑗−1 ¹ íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè âåëè÷èíàìè, ùî

ðîçïîäiëåíèìè ç ïåâíèìè ãóñòèíàìè ( 𝑡0 � ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, äëÿ íüîãî

ñòðèáêà íå âiäáóâà¹òüñÿ). Íàïðèêëàä, ïóàññîíiâñêèé áiëèé øóì çàäà¹òüñÿ òàêèì

𝛿 -iìïóëüñíèì øóìîì, ùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ 𝑁(𝑡) çà ÷àñ 𝑡 ¹ ïóàññîíiâñêèì ïî-

òîêîì, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ éìîâiðíîñòþ 𝒬𝑛 = (𝜆𝑡)𝑛𝑒−𝜆𝑡/𝑛! (𝑛 = 0,∞ i 𝜆�

ïàðàìåòð iíòåíñèâíîñòi), ùî íà iíòåðâàëi (0, 𝑡] áóëî ðiâíî 𝑛 ñòðèáêiâ â âèïàä-

êîâi ìîìåíòè 𝑡𝑗 .

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðîöåäóðà îòðèìàííÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) =

⟨𝛿(𝑥−𝑋(𝑡))⟩ iç ðiâíÿííÿ (1.21) òà ¨¨ ñòðóêòóðà ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹òüñÿ. Öå ïî-

â'ÿçàíî ç òèì, ùî äëÿ ¨¨ çíàõîäæåííÿ ïîòðiáíî ïðîâîäèòè óñåðåäíåííÿ âiäíîñíî

äâîõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ùî âiäïîâiäàþòü çà äîâæèíè ñòðèáêiâ òà ìîìåíòè ¨õ

çäiéñíåííÿ. Â òàêîìó ðàçi âèïàäêîâèé ïðîöåññ 𝑁(𝑡) , ùî âiäïîâiäà¹ çà êiëüêiñòü
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ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè çà ÷àñ 𝑡 , âæå íå ¹ ïîòîêîì Ïóàññîíà, à ìîæå ìàòè äîâiëüíó

ïðèðîäó. Äëÿ óíèêíåííÿ ïîäiáíèõ òðóäíîùiâ ïåðåõîäÿòü âiä ñòðèáêîïîäiáíî¨ äî

íåïåðåðâíî¨ ðåàëiçàöi¨ äîñëiäæóâàíîãî ïðîöåñó.

ßêùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ÷àñó î÷iêóâàííÿ ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè

𝜏 = ⟨𝜏𝑗⟩ òà ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó äîâæèí ñòðèáêiâ 𝑙2 = ⟨𝜉2
𝑗 ⟩ iñíóþòü, òî

ôîðìàëüíî êàðòèíó âèïàäêîâèõ áëóêàíü (1.21) ìîæíà çâåñòè äî äèíàìiêè Ëàí-

æåâåíà. Ïiñëÿ óñåðåäíåííÿ íà òèïîâîìó iíòåðâàëi Δ𝑡≫ 𝜏 äàíèé ïðîöåñ ìîæíà

ðîçãëÿäàòè ÿê âèïàäêîâèé ïðîöåñ iç íåêîðåëüîâàíèì íà iíòåðâàëàõ Δ𝑡 ãàóñ-

ñîâèì øóìîì 𝜁(𝑡) iç iíòåíñèâíiñòþ 𝑙2/𝜏 . Ó öié óñåðåäíåíié êàðòèíi ðiâíÿííÿ

(1.21) ïðèéìà¹ âèãëÿä çâè÷àéíîãî ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà [278,279]

𝑑

𝑑𝑡
𝑋(𝑡) = 𝜁(𝑡). (1.22)

Ó ðàçi ðîçõîäæåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ÷àñó î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè

òà/àáî ìîìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó âåëè÷èíè ñòðèáêà, ïðîöåñ âæå íå ïðÿìó¹ äî

ãàóññîâîãî, ÿêèì áè äîâãèì ìè íå âçÿëè ïðîìiæîê Δ𝑡 . Â òàêîìó ðàçi îïèñ

CTRW-ïðîöåñó â ðàìêàõ äèíàìiêè Ëàíæåâåíà ïîòðåáó¹ ââåäåííÿ íåãàóñîâèõ

øóìiâ. Ïðè öüîìó, ÿê i äëÿ ñòàíäàðòíîãî îïèñó ìîäåëi CTRW, ìè ââîäèìî ãó-

ñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑤(𝜉) åëåìåíòàðíîãî ìiêðîñêîïi÷íîãî êðîêó 𝜉 , à òàêîæ ãóñ-

òèíó éìîâiðíîñòi 𝑝(𝜏) ÷àñó î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè. Ïiñëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨

âèïàäêîâèõ áëóêàíü â íåïåðåðâíié ãðàíèöi ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè ÷åðåç 𝜐 �êðî-

êiâ� òà ÷àñ, ùî âèòðà÷à¹òüñÿ íà öi �êðîêè�, çàäàþòüñÿ âiäïîâiäíî âèðàçàìè

𝑋(𝜐) =

∫︁ 𝜐

0

𝑑𝜐′ 𝜉(𝜐′), 𝑡(𝜐) =

∫︁ 𝜐

0

𝑑𝜐′ 𝜏(𝜐′). (1.23)

Òóò 𝜉(𝜐) òà 𝜏(𝜐)� íåçàëåæíi âèïàäêîâi øóìè. Î÷åâèäíî, ùî â äàíîìó êîíòåêñòi

𝜏(𝜐) ïðèéìà¹ ëèøå íåâiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Òàêå ôîðìóëþâàííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè

ó òåðìiíàõ ñèñòåìè çâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà [30,251,280�285]

𝑑

𝑑𝜐
𝑋(𝜐) = 𝜉(𝜐),

𝑑

𝑑𝜐
𝑡(𝜐) = 𝜏(𝜐). (1.24)
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Ñèñòåìà (1.24) ìîæå áóòè iíòåðïðåòîâàíà ÿê ñòàíäàðòíi ðiâíÿííÿ Ëàíæå-

âåíà âiäíîñíî âíóòðiøíüîãî ÷àñó 𝜐 , ÿêèé ùå íàçèâàþòü îïåðàöiéíèì. Ïiäêðå-

ñëèìî, ùî âèïàäêîâèì ÷èíîì çìiíþ¹òüñÿ òà çàëåæèòü âiä îïåðàöiéíîãî ÷àñó íå

ëèøå êîîðäèíàòà 𝑥 , à é ôiçè÷íèé ÷àñ 𝑡 . Êîìáiíîâàíèé ïðîöåñ 𝑋(𝑡) ó ôiçè-

÷íîìó ÷àñi çàäà¹òüñÿ çãiäíî iç âèðàçîì 𝑋(𝑡) = 𝑋[𝜐(𝑡)] , äå 𝜐(𝑡) ¹ îáåðíåíèì

ïðîöåñîì äî 𝑡(𝜐) , òîáòî 𝜐(𝑡) = inf{𝜐 : 𝑡(𝜐) > 𝑡} . Òàêó êîíöåïöiþ íàçèâàþòü

ìåòîäîì ñóáîðäèíàöi¨. Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ìiæ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi 𝐹 (𝑡, 𝜐)

ïðîöåñó 𝑡(𝜐) òà ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi 𝐺(𝜐, 𝑡) îáåðíåíîãî ïðîöåñó 𝜐(𝑡) iñíó¹

íàñòóïíèé çâ'ÿçîê

𝐺(𝜐, 𝑡) = − 𝜕

𝜕𝜐

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡′𝐹 (𝑡′, 𝜐). (1.25)

Êðiì òîãî, ðåçóëüòóþ÷à ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ùî â ìîìåíò ÷àñó 𝑡 êîîð-

äèíàòà 𝑋(𝑡) = 𝑥 , äà¹òüñÿ äåêîìïîçèöi¹þ äâîõ íåçàëåæíèõ ðîçïîäiëiâ 𝑅(𝑥, 𝜐)

(äëÿ ïðîöåñó 𝑋(𝜐) ) òà 𝐺(𝜐, 𝑡) (äëÿ ïðîöåñó 𝜐(𝑡) )

𝑃 (𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜐 𝑅(𝑥, 𝜐)𝐺(𝜐, 𝑡). (1.26)

Âiäìiòèìî, ùî ôîðìóëà (1.25) íà ïåðøèé ïîãëÿä ¹ íåî÷åâèäíîþ, ïðîòå âî-

íà ñëiäó¹ iç òàêîãî êîðîòêîãî äîâåäåííÿ. Äëÿ çðó÷íîñòi îáåðíåíi îäíå äî îäíîãî

âèïàäêîâi ïðîöåñè 𝜐(𝑡) i 𝑡(𝜐) ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝒱(𝑡) òà 𝒯 (𝜐) âiäïîâiäíî. Çâåð-

íåìî óâàãó, ùî iñíóâàííÿ îáåðíåíèõ ïðîöåñiâ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ òèì, ùî âèïàäêî-

âi ôóíêöi¨ 𝒱(𝑡) òà 𝒯 (𝜐) ¹ ìîíîòîííèìè. Òàêèì ÷èíîì, ñïðàâåäëèâèì ¹ âèðàç

𝒱−1(𝜐) = 𝒯 (𝜐) . Ââåäåìî ôóíêöiþ Pr{·} , ùî çàäà¹ éìîâiðíiñòü ïîäi¨ â ôiãóðíèõ

äóæêàõ, à òàêîæ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëiâ äëÿ 𝒱(𝑡) òà 𝒯 (𝑥) : ̂︀𝐺(𝜐, 𝑡) =
∫︀ 𝜐

0 𝑑𝜐
′𝐺(𝜐′, 𝑡)

òà ̂︀𝐹 (𝑡, 𝜐) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝑡
′𝐹 (𝑡′, 𝜐) . Âiäòàê, îòðèìó¹ìî ëàíöþã ðiâíîñòåé

̂︀𝐺(𝜐, 𝑡) = Pr {𝒱(𝑡) ≤ 𝜐} = 1− Pr {𝒱(𝑡) ≥ 𝜐}

= 1− Pr
{︀
𝑡 ≥ 𝒱−1(𝜐)

}︀
= 1− Pr {𝒯 (𝜐) ≤ 𝑡} = 1− ̂︀𝐹 (𝑡, 𝜐), (1.27)
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ùî ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïî 𝜐 ïðèâîäèòü äî ôîðìóëè (1.25).

Ñèñòåìà çâ'ÿçàíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà (1.24) âïåðøå áóëà çàïðîïîíîâàíà

Ã. Ôîãåäái [280] i ÿâëÿ¹ ñîáîþ íåïåðåðâíó ðåàëiçàöiÿ CTRW-ïðîöåñó. Îäíèìè

iç îñíîâíèõ ïåðåâàã òàêîãî ñóáîðäèíàöiéíîãî ìåòîäó ¹ ìîæëèâiñòü ââåäåííÿ â

ñõåìó CTRW-ïðîöåñó çîâíiøíiõ ñèë, íåòðèâiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà ïîäàëü-

øå äîñëiäæåííÿ òðàíñïîðòíèõ ïðîöåñiâ íà îñíîâi îòðèìàíèõ äðîáîâèõ ðiâíÿíü.

Îäíàê ÷åðåç çàëåæíiñòü êîîðäèíàòè 𝑥 òà ÷àñó 𝑡 âiä îïåðàöiéíîãî ÷àñó, êîðåêò-

íå âðàõóâàííÿ çîâíiøíiõ ñèë ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ, ÿêà âèðiøåíà íå äëÿ âñiõ

òèïiâ âiäïîâiäíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà [282,286�290].

Âiäìiòèìî, ùî ðàçîì iç âèùåçãàäàíèìè ìiêðîñêîïi÷íèìè ìåòîäàìè ôóíäà-

ìåíòàëüíèìè äëÿ àíàëiçó ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ i ìàêðîñêîïi÷íi ïiäõîäè, äëÿ

ÿêèõ ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi ñåðåäîâèùà ÿê ¹äèíîãî îá'¹êòó, à íå ìiêðîñêî-

ïi÷íèõ ÷àñòèíîê îêðåìî. Òàêèé îïèñ ïðîöåñó âiäáóâà¹òüñÿ çàâäÿêè ïåðåõîäó

âiä çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî äðîáîâèõ

ðiâíÿíü. Öi ïiäõîäè ¹ îäíèìè iç âèçíà÷àëüíèõ ó äîñëiäæåííi àíîìàëüíèõ òðàíñ-

ïîðòíèõ ïðîöåñiâ, i ¨õ ïðèéíÿòî íàçèâàòè �äðîáîâîþ� àáî �äèâíîþ� (strange) êi-

íåòèêîþ [29,30,148,291]. Äî íèõ ìîæíà âiäíåñòè äðîáîâi äèôóçiéíi òà êiíåòè÷íi

ðiâíÿííÿ, äðîáîâi ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-Ôåëëåðà, äðîáîâi ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-

Ïëàíêà, äðîáîâi ðiâíÿííÿ Êëåéíà-Êðàìåðñà, äðîáîâi ðiâíÿííÿ Ôåéíìàíà-Êàöà

i ò.ä. Âîäíî÷àñ âiäïîâiäíi äðîáîâi ðiâíÿííÿ íàé÷àñòiøå âñå æ òàêè ââîäÿòüñÿ

àáî ôåíîìåíîëîãi÷íî, àáî âiäøòîâõóþ÷èñü âiä ìiêðîñêîïi÷íèõ çàñàä.
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Висновки до роздiлу 1

Iç ñêàçàíîãî ó ðîçäiëi ñëiäó¹, ùî íà ñó÷àñíîìó åòàïi ïðîáëåìà òåîðåòè÷íîãî

îïèñó ôåíîìåíó àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ çàëèøà-

¹òüñÿ âiäêðèòîþ äëÿ ðÿäó ñèñòåì, ùî äåìîíñòðóþòü àíîìàëüíî ïîâiëüíó åâî-

ëþöiþ. Çîêðåìà, â äèñåðòàöi¨ áóäå ðîçøèðåíî êîëî äîñëiäæåíèõ òðàíñïîðòíèõ

ïðîöåñiâ äî êëàñó ïîëüîòiâ Ëåâi ç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ, à òàêîæ âèâ÷åíî

àíîìàëüíi ïðîöåñè ðåëàêñàöi¨ â äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ

çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç äèõîòîìi÷íèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè

ïåðåäáà÷àþòü íîâi òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi ðåæèìè äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì

i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè àíàëiçi ñòàòèñòè÷íèõ äàíèõ òà ïðîãíîçóâàííi

ïîâåäiíêè øèðîêîãî ðÿäó àíîìàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ.

Â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äîñëiäæåííÿ åâîëþöi¨ íàäïîâiëüíèõ òðàíñïîðòíèõ òà

ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ áóäå äîñÿãàòèñÿ øëÿõîì âèêîíàííÿ íàñòóïíèõ åòàïiâ

íàóêîâî¨ ðîáîòè:

1. Ðîçøèðåííÿ ìåæi çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ

áëóêàíü íà âèïàäîê âàæêèõ òà íàäâàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëiâ âiäïîâiäíî äîâæèí

ñòðèáêiâ ïðîöåñó òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè.

2. Çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà âiäïîâiäíèõ ¨ì ìàñøòàáó-

þ÷èõ ôóíêöi¨ ÷àñó, ùî âèçíà÷àþòü ïîâåäiíêó íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi ïðè

âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó, à òàêîæ ïðîâåäåííÿ äåòàëüíîãî àíàëiòè÷íîãî òà ÷èñ-

ëîâîãî àíàëiçó îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

3. Ïîáóäîâè ìîäåëi ðåëàêñàöiéíîãî ïðîöåñó äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, õàðàê-

òåðèñòèêè ÿêèõ çìiíþþòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì, à òàêîæ

îäåðæàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ äàíèé ïðîöåñ.

4. Îòðèìàííÿ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ, à òàêîæ àñèì-

ïòîòè÷íèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ äëÿ çàçíà÷åíèõ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì çà óìîâè, ùî

ðîçïîäiëè ÷àñiâ ¨¨ ïåðåáóâàííÿ â �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ õàðàêòå-

ðèçóþòüñÿ âàæêèìè òà/àáî íàäâàæêèìè õâîñòàìè, i ïiäòâåðäæåííÿ çíàéäåíèõ

àíàëiòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ÷èñëîâèì ìîäåëþâàííÿì.
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РОЗДIЛ 2

АСИМПТОТИЧНI У ЧАСI РОЗВ’ЯЗКИ ДЛЯ НАДПОВIЛЬНИХ

ПОЛЬОТIВ ЛЕВI

Ïîëüîòè Ëåâi ÿâëÿþòü ñîáîþ êëàñ íåãàóññîâèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ, ÷è¨

ñòàöiîíàðíi iíêðåìåíòè ðîçïîäiëåíi çãiäíî iç âàæêèìè ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi.

Ñåðåä âàæëèâèõ îñîáëèâîñòåé öèõ ïðîöåñiâ ìîæíà âèäiëèòè òå, ùî (ïîäiáíî äî

ãàóññîâîãî çàêîíó) ñóìà âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, ÿêi ðîçïîäiëåíi iç âàæêèìè ãóñòè-

íàìè, ìà¹ îáëàñòü ïðèòÿãàííÿ ó âèãëÿäi 𝛼 -ñòiéêîãî ðîçïîäiëó Ëåâi. Öi ðîçïîäi-

ëè ìàþòü ñòåïåíåâi õâîñòè òà íåñêií÷åííó äèñïåðñiþ, à òîìó ïðèðîäíiì ÷èíîì

ç'ÿâëÿþòüñÿ ïðè äîñëiäæåííi áàãàòüîõ ôëóêòóàöiéíèõ ïðîöåñiâ iç àíîìàëüíîþ

ñòàòèñòèêîþ ðîçïîâñþäæåííÿ, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çíà÷íèìè ïåðåìiùåííÿìè

îá'¹êòiâ çà êîðîòêi ïðîìiæêè ÷àñó. Êðiì òîãî, äëÿ ïîëüîòiâ Ëåâi ¹ õàðàêòåð-

íîþ ìàñøòàáíà iíâàðiàíòíiñòü, à òîìó âîíè çíàõîäÿòü ñâî¹ çàñòîñóâàííÿ äëÿ

îïèñó ïðîöåñiâ ôðàêòàëüíî¨ ïðèðîäè. I, ÿê âæå çàçíà÷àëîñÿ ó ðîçäiëi 1, ó ðàçi

âiäñóòíîñòi íåòðèâiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ òà çîâíiøíiõ ïîòåíöiàëiâ íàéáiëüø

çðó÷íèì îïèñîì ïîëüîòiâ Ëåâi ¹ ïiäõiä íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü.

À òîìó äîñëiäæåííÿ ìè áóäåìî ïðîâîäèòè, âèõîäÿ÷è ñàìå iç öi¹¨ êîíöåïöi¨.

Íåïåðåðâíi ó ÷àñi âèïàäêîâi áëóêàííÿ (CTRW-ïðîöåñ) � öå ñïåöiàëüíèé

êëàñ êóìóëÿòèâíèõ ñòðèáêîïîäiáíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ äâîìà ìíî-

æèíàìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, à ñàìå: äîâæèíàìè ñòðèáêiâ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè

i ÷àñàìè î÷iêóâàííÿ ìiæ ïîñëiäîâíèìè ñòðèáêàìè. À îñêiëüêè äëÿ áàãàòüîõ ñè-

ñòåì òèïîâèìè ¹ âèïàäêîâi âåëè÷èíè, ÿêi ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ÷àñ ìiæ

óñïiøíèìè ïåðåõîäàìè (ñòðèáêàìè) ñèñòåìè â íîâå ïîëîæåííÿ i ìiðîþ öüîãî

ïåðåõîäó (âåëè÷èíîþ ñòðèáêà), òî CTRW-ïðîöåñ ïðåäñòàâëÿ¹ çðó÷íó òà ãíó÷êó

ìîäåëü äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ÿâèù. Òàê, íàãàäà¹ìî, CTRW-ìîäåëi

iíòåíñèâíî âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó àíîìàëüíî¨ äèôóçi¨ òà ïåðåíîñó ðå÷îâè-

íè â íåóïîðÿäêîâàíèõ ñåðåäîâèùàõ [27�33], âèâ÷åííÿ ïðîöåñiâ ìiãðàöi¨ [292,293],

àíàëiçó ôiíàíñîâèõ [294�297], ñåéñìi÷íèõ äàíèõ [298�300] i ò.ä.

Çãiäíî iç òåîði¹þ Ìîíòðîëëà-Âåéññà [226] ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïî-
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ëîæåííÿ 𝑋(𝑡) áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè çàëåæèòü òiëüêè âiä ¨¨ ñïiëüíî¨ ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi ÷àñó î÷iêóâàííÿ òà âåëè÷èíè ñòðèáêà. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîëîæå-

ííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) ¹ âåêòîðîì, òîáòî ïiä äîâæèíîþ ñòðèáêà ðîçóìiþòü ïåðå-

ìiùåííÿ âçäîâæ ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàòíèõ âiñåé. Îäíàê, ÿêùî ïåðåìiùåííÿ

âçäîâæ ðiçíèõ íàïðÿìêiâ íåçàëåæíi, òî äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè îäíîâèìiðíó ìî-

äåëü. Áiëüø òîãî, ÷àñòî îñîáëèâèé iíòåðåñ ïðåäñòàâëÿ¹ íåçâ'ÿçàíèé (decoupled)

âèïàäîê, ïðè ÿêîìó ÷àñè î÷iêóâàííÿ i äîâæèíè ñòðèáêiâ íå çàëåæàòü ìiæ ñîáîþ.

Ó öié ñèòóàöi¨ çàìiñòü ñïiëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi Ψ(𝜉, 𝜏) ìè ìà¹ìî íåçàëåæíi

ãóñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑝(𝜏) ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè òà ãóñòèíó éìîâið-

íîñòi 𝑤(𝜉) äîâæèí ñòðèáêiâ.

Ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñiâ CTRW îäíi¹þ iç îñíîâíèõ çàäà÷ ¹ çíàõîäæåí-

íÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ó ÷àñi ïîâåäiíêè ãóñòèí éìîâiðíîñòi ðîçïîäiëó ÷àñòèíîê, ÿêi

i âèçíà÷àþòü êëþ÷îâi òðàíñïîðòíi âëàñòèâîñòi ïðîöåñó. Â äàíîìó ðîçäiëi ðîç-

øèðåíî êëàñ òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ CTRW-ìîäåëåé òà îòðèìàíî ãðàíè÷íi ãóñòè-

íè éìîâiðíîñòi äëÿ âèïàäêó íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ

âàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëiâ âåëè÷èí ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè òà íàäâàæêèìè ðîç-

ïîäiëàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè.

2.1. Опис моделi надповiльних польотiв Левi

Äëÿ íåçâ'ÿçàíî¨ CTRW-ìîäåëi ìíîæèíè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ {𝜏𝑛} ìiæ ïîñëi-

äîâíèìè ñòðèáêàìè òà äîâæèíè ñòðèáêiâ {𝜉𝑛} ¹ íåçàëåæíèìè, òîáòî ñïiëüíà

ãóñòèíà éìîâiðíîñòi Ψ(𝜉, 𝜏) = 𝑤(𝜉)𝑝(𝜏) . À ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïîëî-

æåííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) =
∑︀𝑁(𝑡)

𝑛=1 𝜉𝑛 â ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà äà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì

Ìîíòðîëëà-Âåéññà (äèâ. ðîçäië 1)

𝑃𝑘𝑠 =
1− 𝑝𝑠

𝑠(1− 𝑝𝑠𝑤𝑘)
. (2.1)

Òóò 𝑤𝑘 = ℱ{𝑤(𝜉)} =
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉𝑒

𝑖𝑘𝜉𝑤(𝜉) (−∞ < 𝑘 < ∞) � ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

äëÿ ãóñòèíè 𝑤(𝜉) , 𝑝𝑠 = ℒ{𝑝(𝜏)} =
∫︀∞

0 𝑑𝜏𝑒−𝑠𝜏𝑝(𝜏) (Re𝑠 > 0) � ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà äëÿ 𝑝(𝜏) , à òàêîæ 𝑃𝑘𝑠 = ℱ{ℒ{𝑃 (𝑥, 𝑡)}} . ßêùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ



58

𝑁(𝑡) çà ÷àñ 𝑡 áóäå íóëüîâîþ, òî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) = 0 .






Ðèñ. 2.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ îäíîâèìiðíîãî CTRW-ïðîöåñó.

Ïðåäñòàâëÿþ÷è ðiâíÿííÿ (2.1) â ôîðìi

𝑃𝑘𝑠 =
1− 𝑝𝑠
𝑠

+
(1− 𝑝𝑠)𝑝𝑠𝑤𝑘

𝑠(1− 𝑝𝑠𝑤𝑘)
(2.2)

òà çàñòîñîâóþ÷è äî îñòàííüîãî âèðàçó îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹(︀
ℱ−1{𝑓𝑘} = 𝑓(𝑥) = (2𝜋)−1

∫︀∞
−∞ 𝑑𝑘𝑒

−𝑖𝑘𝑥𝑓𝑘
)︀
, îòðèìó¹ìî

𝑃𝑠(𝑥) =
1− 𝑝𝑠
𝑠

𝛿(𝑥) +
(1− 𝑝𝑠)𝑝𝑠

𝑠
ℱ−1

{︂
𝑤𝑘

1− 𝑝𝑠𝑤𝑘

}︂
, (2.3)

äå 𝛿(𝑥) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà
(︀
ℒ−1{𝑔𝑠} = 𝑔(𝑡) = (2𝜋𝑖)−1

∫︀ 𝑐+𝑖∞
𝑐−𝑖∞ 𝑑𝑠𝑒𝑠𝑡𝑔𝑠 , 𝑐 � äiéñíå ÷èñëî, ùî áiëüøå

çà äiéñíi ÷àñòèíè óñiõ ñèíãóëÿðíîñòåé 𝑔𝑠
)︀
, iç ôîðìóëè (2.3) äëÿ ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè çíàõîäèìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) = 𝑉 (𝑡)𝛿(𝑥) + ℒ−1

{︂
(1− 𝑝𝑠)𝑝𝑠

𝑠
ℱ−1

{︂
𝑤𝑘

1− 𝑝𝑠𝑤𝑘

}︂}︂
. (2.4)
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Íàãàäà¹ìî, ùî â îñòàííié ôîðìóëi

𝑉 (𝑡) = ℒ−1

{︂
1− 𝑝𝑠
𝑠

}︂
=

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏𝑝(𝜏) (2.5)

� éìîâiðíiñòü òîãî, ùî çà ÷àñ 𝑡 ÷àñòèíêà íå çäiéñíèòü æîäíîãî ñòðèáêà i çà-

ëèøèòüñÿ â ïî÷àòêîâîìó ïîëîæåííi 𝑋(0) = 0 . Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (2.5) öÿ

éìîâiðíiñòü çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè 𝑉 (𝑡)→ 0 ïðè 𝑡→∞ i 𝑉 (𝑡)→ 1 ïðè 𝑡→ 0 .

Îñêiëüêè ìè ïðèéíÿëè, ùî 𝑋(0) = 0 , òî ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ ¹ 𝑃 (𝑥, 𝑡) =

𝛿(𝑥) . Òàêîæ, ÿêùî ãðàíè÷íi óìîâè ñïåöiàëüíî íå âêàçóþòüñÿ, òî ìà¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) → 0 ïðè 𝑡 → ∞ äëÿ âñiõ 𝑥 . Iíàêøå êàæó÷è, éìîâiðíiñòü çíàõîäæå-

ííÿ ÷àñòèíêè â áóäü-ÿêîìó iíòåðâàëi ¹ íóëüîâîþ. À çíà÷èòü ïðè âiäñóòíîñòi

ïðàâèëüíîãî ìàñøòàáóâàííÿ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó áóäå çäàâàòèñÿ, ùî

÷àñòèíêà �ðîçìàçàíà� ïî âñié íåñêií÷åííié âiñi 𝑥 .

Âèõîäÿ÷è iç ñêàçàíîãî, äîöiëüíî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ââåñòè ìàñø-

òàáîâàíó êîîðäèíàòó 𝑌 (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) iç ñïåöiàëüíî ïiäiáðàíîþ ìàñøòàáóþ-

÷îþ ôóíêöi¹þ 𝑎(𝑡) → 0 , âèáið ÿêî¨ çàëåæèòü âiä ïîâåäiíêè íà íåñêií÷åííîñòi

𝑝(𝜏) òà 𝑤(𝜉) . Îòæå, çàìiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) íåîáõiäíî ðîçãëÿäàòè

àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ãóñòèíè 𝒫(𝑦, 𝑡) = 𝑎−1(𝑡)𝑃 [𝑦/𝑎(𝑡), 𝑡] ïîëîæåííÿ 𝑌 (𝑡) .

Ïðè öüîìó ôóíêöiþ 𝑎(𝑡) òðåáà âèáðàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá ãðàíèöÿ

𝒫(𝑦) = lim
𝑡→∞

1

𝑎(𝑡)
𝑃

(︂
𝑦

𝑎(𝑡)
, 𝑡

)︂
, (2.6)

áóëà íåòðèâiàëüíîþ, òîáòî íå ðiâíîþ íóëþ àáî äåëüòà-ôóíêöi¨. Òàê, ó âèïàäêó

çàíàäòî øâèäêîãî ïðÿìóâàííÿ 𝑎(𝑡) äî íóëÿ 𝒫(𝑦) = 𝛿(𝑦) , à ÿêùî æ 𝑎(𝑡) ïðÿìó¹

äî íóëÿ íåäîñòàòíüî øâèäêî, òî 𝒫(𝑦) → 0 . Òèì íå ìåíø, äëÿ êîæíîãî õàðàê-

òåðó ïîâåäiíêè âèðàçó 1 − 𝑤𝑘 ìîæíà çíàéòè ñïåöiàëüíûé êëàñ àñèìïòîòè÷íî¨

ïîâåäiíêè 𝑎(𝑡) , äëÿ ÿêîãî ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi áóäóòü íåâèðîäæåíèìè.

Çàóâàæèìî, ùî ãðàíè÷íà éìîâiðíiñòü 𝒫(𝑦) i ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ 𝑎(𝑡)

çàäàþòü ïîâåäiíêó îðèãiíàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ
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÷àñó, à ñàìå iç (2.6) ïðè 𝑡→∞ çíàõîäèìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑎(𝑡)𝒫 [𝑎(𝑡)𝑥]. (2.7)

Ïðîòå â äåÿêèõ ñèòóàöiÿõ öå ñïiââiäíîøåííÿ áóäå êîðåêòíèì ëèøå â öåíòðàëü-

íié îáëàñòi |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] òà çà óìîâè, ùî 𝒫(𝑦) ̸= 0 . Òàêèì ÷èíîì, çíàõîäæåí-

íÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè 𝑃 (𝑥, 𝑡) â iíøèõ îáëàñòÿõ ïîòðåáó¹ äîäàòêîâèõ

óòî÷íåíü.

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, íàäâàæêi ðîçïîäiëè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ äàþòü ìîæëè-

âiñòü îïèñóâàòè ñòîõàñòè÷íi ïðîöåñè iç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ. Âîíè çàäàþòü-

ñÿ íàñòóïíîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ

𝑝(𝜏) ∼ 𝜚(𝜏)

𝜏
(𝜏 →∞), (2.8)

äå 𝜚(𝜏) � ôóíêöiÿ, ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi (a slowly vary-

ing function) [105, 301, 302], òîáòî 𝜚(𝜈𝜏) ∼ 𝜚(𝜏) ïðè 𝜏 → ∞ äëÿ âñiõ 𝜈 > 0 .

Îñêiëüêè ãóñòèíà 𝑝(𝜏) íîðìîâàíà
(︀∫︀∞

0 𝑑𝜏𝑝(𝜏) = 1
)︀
, òî ôóíêöiÿ 𝜚(𝜏) ïîâèííà

çàäîâîëüíÿòè óìîâó 𝜚(𝜏) = 𝑜(1/ ln 𝜏) ïðè 𝜏 → ∞ . Iç àñèìïòîòè÷íîãî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (2.8) ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî âñi äðîáîâi ìîìåíòè
∫︀∞

0 𝑑𝜏𝜏𝜆𝑝(𝜏) ¹

íåñêií÷åííèìè ïðè âñiõ 𝜆 > 0 . Äëÿ óíèêíåííÿ íåïîðîçóìiííÿ íàãîëîñèìî, ùî

ôóíêöi¨, ÿêi ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi ìàþòü íå ñòåïåíåâó àñèìï-

òîòè÷íó ïîâåäiíêó (öå âèäíî iç ¨õ âèçíà÷åííÿ), à òîìó ¨õ íå ñëiä ïëóòàòè iç

ïðîöåñàìè ç ïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ, ÿêà ïîâ'ÿçàíà iç ñòåïåíåâèìè ôóíêöiÿìè.

Ïîêàçàíî [195], ùî ó âèïàäêó, ÿêùî 𝑝(𝜏) ìà¹ íàäâàæêi õâîñòè, à 𝑤(𝜉) ìà¹

ñêií÷åííèé ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó, âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè çàïèñóþòüñÿ ÿê

𝒫(𝑦) =
2− 𝛿𝑙1,0

2
𝑒−|𝑦|𝐻(𝑙1𝑦), (2.9)

𝑎(𝑡) ∼

⎧⎨⎩
√︀

2𝑉 (𝑡)/𝑙2, 𝑙1 = 0,

𝑉 (𝑡)/|𝑙1|, 𝑙1 ̸= 0
(2.10)
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ïðè 𝑡→∞ . Òóò 𝛿𝑎,𝑏 � ñèìâîë Êðîíåêåðà (𝛿𝑎,𝑏 = 1 , ÿêùî 𝑎 = 𝑏 i 𝛿𝑎,𝑏 = 0 , ÿêùî

𝑎 ̸= 𝑏) i 𝐻(𝑥) � ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà (𝐻(𝑥) = 1 , ÿêùî 𝑥 ≥ 0 i 𝐻(𝑥) = 0 , ÿêùî

𝑥 < 0) , à òàêîæ 𝑙1 =
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉 𝜉𝑤(𝜉) òà 𝑙2 =

∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉 𝜉

2𝑤(𝜉)� ìîìåíòè ïåðøîãî òà

äðóãîãî ïîðÿäêó 𝑤(𝜉) âiäïîâiäíî. Âiäìiòèìî, ÿêùî 𝑙1 ̸= 0 , òî ãðàíè÷íà ãóñòèíà

éìîâiðíîñòi îäíîñòîðîííÿ: 𝒫(𝑦) = 0 íà òié ïiââiñi 𝑦 , äëÿ ÿêî¨ 𝑙1𝑦 < 0 .

Äàëi ìè îòðèìà¹ìî ðîçâ'ÿçêè äëÿ íàäïîâiëüíèõ áëóêàíü ç íàäâàæêèìè ãóñ-

òèíàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ (2.8) íà âèïàäîê ñèìåòðè÷íèõ òà íåñèìåòðè÷íèõ âàæ-

êèõ õâîñòiâ âåëè÷èíè ñòðèáêà ÷àñòèíêè, ùî ¹ õàðàêòåðíèìè äëÿ ïîëüîòiâ Ëåâi.

Ïiäêðåñëèìî, ùî ðîçïîäiëè 𝑤(𝜉) ìîæóòü ìàòè îäèí àáî äâà âàæêèõ õâîñòà.

Îäíàê ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) áóäå çàëåæàòè ëèøå âiä íàéáiëüø

ïîâiëüíî ñïàäàþ÷î¨ ãiëêè 𝑤(𝜉) . À òîìó, íå âòðà÷àþ÷è óçàãàëüíåííÿ, ìè ââàæà-

¹ìî îáèäâà õâîñòè 𝑤(𝜉) âàæêèìè

𝑤(𝜉) ∼ 𝑢±
|𝜉|1+𝛼±

(𝜉 → ±∞). (2.11)

Òóò êîíñòàíòè 𝑢± > 0 i õâîñòîâi ïàðàìåòðè 𝛼± ∈ (0, 2] . Îñòàííÿ ôîðìóëà

îïèñó¹ íåñèìåòðè÷íèé âèïàäîê, ÿêùî æ ìè ðîçãëÿäà¹ìî ñèìåòðè÷íó ñèòóàöiþ

(𝑤(𝜉) = 𝑤(−𝜉)) , òî î÷åâèäíî, ùî

𝑤(𝜉) ∼ 𝑢

|𝜉|1+𝛼
(|𝜉| → ∞), (2.12)

äå 𝑢 > 0 i 𝛼 ∈ (0, 2] .

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ âàæêèõ ãóñòèí ç âàæêèìè õâîñòàìè àáñî-

ëþòíèé ìîìåíò ïîðÿäêó 𝜆 , òîáòî
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉 |𝜉|

𝜆𝑤(𝜉) , ñêií÷åííèé òiëüêè çà óìîâè

𝜆 < 𝛼 (ó íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ìè ââàæà¹ìî, ùî 𝛼 = min{𝛼±} ). Îòæå,

äèñïåðñiÿ âèïàäêîâîãî ñòðèáêà 𝜉 çàâæäè ¹ íåñêií÷åííîþ. Òàêèì ÷èíîì, iç âëà-

ñòèâîñòåé 𝑝(𝜏) òà 𝑤(𝜉) ñëiäó¹, ùî ÷àñòèíêà ìîæå çäiéñíþâàòè âåëèêi ñòðèáêè

i ïðè öüîìó äóæå äîâãî ïåðåáóâàòè ó ïîòî÷íié ïîçèöi¨. Iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî

çàäàíi ðîçïîäiëè 𝑤(𝜉) òà 𝑝(𝜏) äiéñíî ìîäåëþþòü íàäïîâiëüíi ïîëüîòè Ëåâi.
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2.2. Граничнi густини ймовiрностi у виглядi оберненого пере-

творення Фур’є та вiдповiднi їм масштабуючi функцiї

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi ìè â ïåðøó ÷åðãó ñêîíöåíòðó¹ìî óâàãó íà àíàëiòè÷íî-

ìó âèâ÷åííi áiëüø ñêëàäíîãî òà çàãàëüíîãî âèïàäêó íåñèìåòðè÷íîãî ðîçïîëiëó

äîâæèí ñòðèáêiâ i ïîêàæåìî, ùî öåé ôàêò ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ãðàíè÷íèé ðîçïî-

äië ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè. Ðîçâ'ÿçêè äëÿ ñèìåòðè÷íèõ áëóêàíü

áóäóòü áåçïîñåðåäíüî ñëiäóâàòè iç íåñèìåòðè÷íèõ.

Âèõiäíèì ïóíêòîì äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ¹ ôîðìóëà (2.3). Äàëi ìè ñïèðà¹ìî-

ñÿ íà òàóáåðîâó òåîðåìó Êàðàìàòè [105,303,304], ç ÿêî¨ âèïëèâà¹: íåõàé ôóíêöiÿ

𝑣(𝑡) ïî÷èíàþ÷è ç äåÿêî¨ òî÷êè áóäå ìîíîòîííîþ i 𝑣𝑠 ∼ 𝑠−𝛾𝐿(1/𝑠) (0 < 𝛾 <∞ )

ïðè 𝑠 → 0 , òî 𝑣(𝑡) ∼ 𝑡𝛾−1𝐿(𝑡)/Γ(𝛾) ïðè 𝑡 → ∞ , äå 𝐿(𝑡) ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ

íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ïîâåäiíêà 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè 𝑡→∞ áóäå çàäàâàòèñÿ

ïîâåäiíêîþ 𝑃𝑠(𝑥) ïðè 𝑠→ 0 . Îòæå, âèõîäÿ÷è iç ñêàçàíîãî, íàì íåîáõiäíî äëÿ

ïî÷àòêó çíàéòè àñèìïòîòèêó 𝑝𝑠 ïðè ìàëèõ çíà÷åíèÿõ 𝑠 .

Ôóíêöiÿ 𝑉 (𝑡) ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, îñêiëüêè ïðè 𝜈 > 0

ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
𝑡→∞

𝑉 (𝜈𝑡)

𝑉 (𝑡)
= lim

𝑡→∞

∫︀∞
𝜈𝑡 𝑑𝜏𝑝(𝜏)∫︀∞
𝑡 𝑑𝜏𝑝(𝜏)

= 1. (2.13)

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ íàäâàæêèõ ðîçïîäiëiâ 𝑝(𝜏) ñåðåäí¹ ÷èñëî ñòðèáêiâ çà ÷àñ 𝑡

äà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì âèðàçîì ⟨𝑁(𝑡)⟩ ∼ 1/𝑉 (𝑡) [146]. Iç öi¹¨ ôîðìóëè âèäíî,

ùî i ÷èñëî ñòðèáêiâ äóæå ïîâiëüíî ðîñòå. Äëÿ ïîðiâíÿííÿ, ÿêùî ÷àñè î÷iêóâàí-

íÿ ìàþòü êiíöåâå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ, òî ⟨𝑁(𝑡)⟩ ∝ 𝑡 ; ÿêùî æ 𝑝(𝜏) � âàæêi ãóñòèíè

i õâîñòîâèé iíäåêñ 𝛼 ∈ (0, 1] , òî ⟨𝑁(𝑡)⟩ ∝ 𝑡𝛼 ïðè 𝛼 ∈ (0, 1) i ⟨𝑁(𝑡)⟩ ∝ 𝑡/ ln 𝑡

ïðè 𝛼 = 1 .

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 𝑉𝑠 = (1− 𝑝𝑠)/𝑠 , à ç iíøîãî áîêó çíàõîäèìî

𝑉𝑠 =
1

𝑠

∫︁ ∞
0

𝑑𝑡𝑒−𝑡𝑉 (𝑡/𝑠). (2.14)
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Iç âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi [301, 302],

ïðè 𝑠→ 0 ìà¹ìî 𝑉𝑠 ∼ 𝑉 (1/𝑠)/𝑠 , à òîìó

1− 𝑝𝑠 ∼ 𝑉 (1/𝑠). (2.15)

Çíà÷èòü ðiâíÿííÿ (2.3) ïðè 𝑠→ 0 äà¹

𝑃𝑠(𝑥) ∼ 𝑉 (1/𝑠)

𝑠
𝛿(𝑥) +

𝑉 (1/𝑠)[1− 𝑉 (1/𝑠)]

2𝜋𝑠

×
∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑉 (1/𝑠) + 1− 𝑤𝑘
. (2.16)

Äàëi, çàñòîñîâóþ÷è äî 𝑃𝑠(𝑥) ñôîðìóëüîâàíó âèùå òàóáåðîâó òåîðåìó Êà-

ðàìàòè, iç âèðàçó (2.16) çíàõîäèìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)𝛿(𝑥) +
𝑉 (𝑡)[1− 𝑉 (𝑡)]

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑉 (𝑡) + 1− 𝑤𝑘
(2.17)

( 𝑡 → ∞ ). Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðåçóëüòàòó ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ãðàíè÷íó

ãóñòèíó éìîâiðíîñòi (2.6) ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

𝒫(𝑦) =
1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑦

1 + Φ(𝑘)
, (2.18)

äå

Φ(𝑘) = lim
𝑡→∞

1− 𝑤𝑘𝑎(𝑡)

𝑉 (𝑡)
. (2.19)

Çàóâàæèìî, ùî òàê ÿê
∫︀ +∞
−∞ 𝑑𝑦𝑒−𝑖𝑘𝑦 = 2𝜋𝛿(𝑘) i Φ(0) = 0 , òî ëåãêî ïî-

áà÷èòè, ùî öÿ ãóñòèíà éìîâiðíîñòi íîðìîâàíà:
∫︀ +∞
−∞ 𝑑𝑦𝒫(𝑦) = 1 . Îäíàê ôàêò

íåâiä'¹ìíîñòi 𝒫(𝑦) iç ôîðìóëè (2.18) íåî÷åâèäíèé i áóäå ïîêàçàíèé äàëi. Íèæ-

÷å ìè îòðèìà¹ìî ÿâíi ïðåäñòàâëåííÿ 𝒫(𝑦) òà âiäïîâiäíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨

𝑎(𝑡) ó âñiõ íåîáõiäíèõ ñèòóàöiÿõ.
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2.2.1. Залежнiсть отриманих розв’язкiв вiд параметрiв розподi-

лiв довжин стрибкiв

1) Розподiли довжини стрибка з 𝑙1 ̸= 0

Çà óìîâè, ÿêùî ïåðøèé ìîìåíò 𝑙1 ãóñòèíè éìîâiðíîñòi âåëè÷èíè ñòðèáêà

iñíó¹ i íå ðiâíèé íóëþ, òî iç ñïiââiäíîøåííÿ 1−𝑤𝑘 =
∫︀∞
−∞ 𝑑𝑥(1− 𝑒𝑖𝑘𝑥)𝑤(𝑥) ïðè

𝑘 → 0 ñëiäó¹ 1− 𝑤𝑘 ∼ −𝑖𝑙1𝑘 , à òîìó ðiâíÿííÿ (2.19) çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

Φ(𝑘) = −𝑖𝑘 sgn(𝑙1) lim
𝑡→∞

|𝑙1|𝑎(𝑡)

𝑉 (𝑡)
(2.20)

( sgn(𝑥) = ±1 , ÿêùî 𝑥 ≷ 0 ). Ïðè âèáîði íàñòóïíî¨ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè

ìàñøòàáóþ÷î¨ ôóíêöi¨

𝑎(𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

|𝑙1|
(2.21)

( 𝑡→∞ ) ðiâíÿííÿ (2.20) äà¹ Φ(𝑘) = −𝑖𝑘 sgn(𝑙1) . Çíà÷èòü iç (2.18) ìè îòðèìà-

¹ìî îäíîñòîðîííié åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië

𝒫(𝑦) = 𝑒−|𝑦|𝐻(𝑙1𝑦). (2.22)

Ôîðìóëè (2.21) i (2.22) îïèñóþòü CTRW-ïðîöåñ, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íà-

äâàæêèìè ðîçïîäiëàìè 𝑝(𝜏) òà ðîçïîäiëîì 𝑤(𝜉) iç 𝑙1 ̸= 0 . Òîáòî ñþäè âiäíî-

ñèòüñÿ ÿê âèïàäîê âàæêèõ õâîñòiâ 𝑤(𝜉) ïðè 𝛼± ∈ (1, 2] , òàê i âèïàäîê 𝑤(𝜉) iç

𝑙2 <∞ (äèâ. ðiâíÿííÿ (2.9)).

2) Розподiли довжини стрибка з 𝛼 ∈ (1,2) i 𝑙1 = 0

ßêùî ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó 𝑤(𝜉) ðiâíèé íóëþ, òîäi äëÿ çíàõîæäåííÿ

àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè 1−𝑤𝑘 ïðè 𝑘 → 0 âèêîðèñòîâó¹ìî íàñòóïíó ôîðìóëó

1− 𝑤𝑘 =
1

|𝑘|

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥(1− cos𝑥)𝑤+

(︂
𝑥

|𝑘|

)︂
+
𝑖

𝑘

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥(𝑥− sin𝑥)𝑤−
(︂
𝑥

|𝑘|

)︂
, (2.23)
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äå ôóíêöi¨

𝑤±(𝜉) = 𝑤(𝜉)± 𝑤(−𝜉). (2.24)

Ïîêëàäåìî

𝛼 = min{𝛼+, 𝛼−} (2.25)

i çîñåðåäèìîñÿ ïîêè ùî íà âèïàäêó 𝛼 ∈ (1, 2) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi iíòåãðàëè [305]∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
1− cos𝑥

𝑥1+𝜈
=

𝜋

2Γ(1 + 𝜈) sin(𝜋𝜈/2)
(2.26)

(0 < 𝜈 < 2 ) òà ∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
𝑥− sin𝑥

𝑥1+𝜈
= − 𝜋

2Γ(1 + 𝜈) cos(𝜋𝜈/2)
(2.27)

(1 < 𝜈 < 2 ), ìîæíî ïîêàçàòè, ùî iç ðiâíÿííÿ (2.23) ñëiäó¹

1− 𝑤𝑘 ∼ 𝑞|𝑘|𝛼 − 𝑖sgn(𝑘)𝑟|𝑘|𝛼 (2.28)

(𝑘 → 0 ). Òóò ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

𝑞 =
𝜋

2Γ(1 + 𝛼) sin(𝜋𝛼/2)
(𝑢+𝛿𝛼𝛼+

+ 𝑢−𝛿𝛼𝛼−), (2.29)

𝑟 =
𝜋

2Γ(1 + 𝛼) cos(𝜋𝛼/2)
(𝑢+𝛿𝛼𝛼+

− 𝑢−𝛿𝛼𝛼−), (2.30)

äå Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ. Âiäìiòèìî, ùî âèðàçè (2.28)�(2.30) ñïðàâåäëèâi òàêîæ

i äëÿ âèïàäêó 𝛼max = max{𝛼+, 𝛼−} , òîáòî äëÿ 𝛼max ∈ [𝛼, 2] .

Íåõàé ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ 𝑎(𝑡) ïðè 𝑡→∞ ìà¹ íàñòóïíó àñèìïòîòè÷íó
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ïîâåäiíêó

𝑎(𝑡) ∼

(︃
𝑉 (𝑡)√︀
𝑞2 + 𝑟2

)︃1/𝛼

. (2.31)

Òîäi iç ñïiââiäíîøåíü (2.19) òà (2.28) îòðèìó¹ìî

Φ(𝑘) = (cos𝜙− 𝑖 sgn(𝑘) sin𝜙)|𝑘|𝛼, (2.32)

i ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi (2.18) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó ôîðìi

𝒫(𝑦)=
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
(1 + cos𝜙𝑘𝛼) cos(𝑦𝑘) + sin𝜙𝑘𝛼 sin(𝑦𝑘)

1 + 2 cos𝜙𝑘𝛼 + 𝑘2𝛼
. (2.33)

Â îñòàííié ôîðìóëi ââåäåíî

cos𝜙 =
𝑞√︀

𝑞2 + 𝑟2
, sin𝜙 =

𝑟√︀
𝑞2 + 𝑟2

(2.34)

i ðàçîì ç òèì

√︀
𝑞2 + 𝑟2 =

𝜋

2Γ(1 + 𝛼) sin(𝜋𝛼/2)| cos(𝜋𝛼/2)|

× [2 cos(𝜋𝛼)𝑢+𝑢−𝛿𝛼𝛼+
𝛿𝛼𝛼− + 𝑢2

+𝛿𝛼𝛼+
+ 𝑢2

−𝛿𝛼𝛼−]1/2. (2.35)

Çàóâàæèìî, ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi (2.33) òà âiäïîâiäíà ¨é ìàñøòà-

áóþ÷à ôóíêöiÿ (2.31) îïèñóþòü ÿê íåñèìåòðè÷íi, òàê i ñèìåòðè÷íi áëóêàííÿ. À

ñàìå, ÿêùî 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (1, 2) òà 𝑢+ = 𝑢− = 𝑢 , òî ìà¹ìî 𝜙 = 0 i âåëè÷èíà

√︀
𝑞2 + 𝑟2 =

𝜋𝑢

Γ(1 + 𝛼) sin(𝜋𝛼/2)
. (2.36)

À çíà÷èòü ðiâíÿííÿ (2.33) òà (2.31) çâîäÿòüñÿ âiäïîâiäíî äî

𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
cos(𝑦𝑥)

1 + 𝑥𝛼
(2.37)
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òà

𝑎(𝑡) ∼
(︂

Γ(1 + 𝛼) sin(𝜋𝛼/2)

𝜋𝑢
𝑉 (𝑡)

)︂1/𝛼

(2.38)

ïðè 𝑡→∞ .

3) Розподiли довжини стрибка з 𝛼 ∈ (0,1)

Îñêiëüêè ïðè 𝛼 ∈ (0, 1) ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó ãóñòèíè 𝑤(𝜉) íå iñíó¹,

òî â öüîìó âèïàäêó çðó÷íî çàìiñòü ôîðìóëè (2.23) âèõîäèòè iç ïðåäñòàâëåííÿ

1− 𝑤𝑘 =
1

|𝑘|

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥(1− cos𝑥)𝑤+

(︂
𝑥

|𝑘|

)︂
− 𝑖
𝑘

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 sin𝑥𝑤−

(︂
𝑥

|𝑘|

)︂
. (2.39)

Íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ, ùî ïðè 𝛼max ∈ [𝛼, 1) i 𝛼max ∈ [1, 2] ìàþòü ìiñöå äâi

ðiçíi ñèòóàöi¨. Ïðîòå, òàê ÿê íàñ öiêàâèòü ãîëîâíèé ÷ëåí ðîçêëàäó 1− 𝑤𝑘 ïðè

𝑘 → 0 , ìè ìîæåìî îáìåæèòèñü ðîçãëÿäîì (2.39) òiëüêè ïðè 𝛼max ∈ [𝛼, 1) . Òîäi,

âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷íó ôîðìóëó (2.11), ñòàíäàðòíèé iíòåãðàë (2.26) òà

ôîðìóëó ∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
sin𝑥

𝑥1+𝜈
=

𝜋

2Γ(1 + 𝜈) cos(𝜋𝜈/2)
(2.40)

(0 < 𝜈 < 1 ), ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ðiâíÿííÿ (2.39) ïðè 𝑘 → 0 âiäïîâiäà¹ âèðàçó

(2.28) ç ïàðàìåòðàìè 𝑞 i 𝑟 , ÿêi äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (2.29) òà (2.30). À îñêiëüêè

öi ðåçóëüòàòè ìàþòü ìiñöi òàêîæ i äëÿ 𝛼max ∈ [1, 2] , òî ìè ïðèõîäèìî äî âè-

ñíîâêó, ùî âèðàçè (2.31) i (2.33) (äëÿ ôóíêöi¨ 𝑎(𝑡) òà ãóñòèíè 𝒫(𝑦) âiäïîâiäíî)

ñïðàâåäëèâi íå òiëüêè ïðè 𝛼 ∈ (1, 2) , àëå é ïðè 𝛼 ∈ (0, 1) .

Âiäìiòèìî, ùî i â öié ñèòóàöi¨ iç ôîðìóë (2.31) òà (2.33) ïðè 𝛼+ = 𝛼− =

𝛼 ∈ (0, 1) i 𝑢+ = 𝑢− = 𝑢 îòðèìó¹ìî âèðàçè (2.38) òà (2.37) äëÿ ñèìåòðè÷íîãî

âèïàäêó.
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4) Розподiли довжини стрибка з 𝛼 = 1

Ïîçíà÷èìî ïåðøèé i äðóãèé ÷ëåí â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ (2.39) âiäïî-

âiäíî ÷åðåç 𝐽1 òà 𝐽2 (òîáòî 1 − 𝑤𝑘 = 𝐽1 − 𝐽2 ), òîäi äëÿ 𝛼 = 1 ïðè 𝑘 → 0

îòðèìà¹ìî

𝐽1 ∼
𝜋

2
(𝑢+𝛿1𝛼+

+ 𝑢−𝛿1𝛼−)|𝑘|, (2.41)

𝐽2 ∼ 𝑖𝑘

∫︁ ∞
𝑐|𝑘|

𝑑𝑥
sin𝑥

𝑥2
(𝑢+𝛿1𝛼+

− 𝑢−𝛿1𝛼−)

∼ 𝑖(𝑢+𝛿1𝛼+
− 𝑢−𝛿1𝛼−)𝑘 ln

1

|𝑘|
, (2.42)

äå êîíñòàíòà 𝑐 > 0 . ßêùî ïàðàìåòð

𝜌 = 𝑢+𝛿1𝛼+
− 𝑢−𝛿1𝛼− (2.43)

íå ðiâíèé íóëþ, òî 𝐽1 = 𝑜(𝐽2) , à çíà÷èòü

1− 𝑤𝑘 ∼ −𝑖𝜌𝑘 ln
1

|𝑘|
(2.44)

(𝑘 → 0 ) i, âðàõóâàâøè, ùî ïðè 𝑡→∞ ln[|𝑘|𝑎(𝑡)] ∼ ln 𝑎(𝑡) , ìà¹ìî

Φ(𝑘) = −𝑖𝜌𝑘 lim
𝑡→∞

𝑎(𝑡)

𝑉 (𝑡)
ln

1

𝑎(𝑡)
. (2.45)

Íåõàé ïðè âåëèêèõ çíà÷åíèÿõ ÷àñó âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

|𝜌|𝑎(𝑡)

𝑉 (𝑡)
ln

1

𝑎(𝑡)
∼ 1. (2.46)

Òîäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

𝑎(𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

|𝜌| ln[1/𝑉 (𝑡)]
(2.47)
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ïðè 𝑡→∞ , à çíà÷èòü Φ(𝑘) = −𝑖𝑘 sgn(𝜌) i ãðàíè÷íà ãóñòèíà

𝒫(𝑦) = 𝑒−|𝑦|𝐻(𝜌𝑦). (2.48)

Ïîðiâíÿííÿ ôîðìóë (2.48) òà (2.22) ïîêàçó¹, ùî ãóñòèíà 𝒫(𝑦) ïðè 𝛼 = 1 i 𝜌 ̸= 0

ìà¹ òàêó æ ôîðìó, ÿê i ó âèïàäêó 𝛼 ∈ (1, 2) ïðè 𝑙1 ̸= 0 . Òiëüêè ðîëü ìîìåíòó

ïåðøîãî ïîðÿäêó 𝑤(𝜉) (ùî ðiâíèé íåñêií÷åííîñòi ïðè 𝛼 = 1) áóäå âiäiãðàâàòè

ïàðàìåòð 𝜌 . Ïðîòå öå òiëüêè ÷àñòêîâà àíàëîãiÿ, òàê ÿê â öèõ ñèòóàöiÿõ áóäóòü

ðiçíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ (2.21) òà (2.47).

Ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ÿêùî 𝜌 = 0 (öå ìîæå áóòè òiëüêè, êîëè 𝛼+ =

𝛼− = 1 òà 𝑢+ = 𝑢− = 𝑢 ), 𝐽2 = 0 i âêëàä ðîáèòü òiëüêè ÷ëåí 𝐽1 , òîáòî

1− 𝑤𝑘 ∼ 𝜋𝑢|𝑘| (2.49)

(𝑘 → 0 ), à òîìó

Φ(𝑘) = 𝜋𝑢𝑘 lim
𝑡→∞

𝑎(𝑡)

𝑉 (𝑡)
. (2.50)

I, âèáèðàþ÷è ïîâåäiíêó ìàñøòàáóþ÷î¨ ôóíêöi¨ ó âèãëÿäi

𝑎(𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

𝜋𝑢
, (2.51)

iç âèðàçó (2.18) iç Φ(𝑘) = |𝑘| ìè îòðèìó¹ìî

𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
cos(𝑦𝑘)

1 + 𝑘
. (2.52)

Öåé ðåçóëüòàò ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ôîðìóëè (2.37) iç òi¹þ æ ìàñøòàáó-

þ÷îþ ôóíêöi¹þ, ùî i â ðiâíÿííi (2.38) ïðè 𝛼 = 1 . Òàêîæ íåâàæêî âïåâíèòèñÿ,

ùî ôîðìóëè (2.52) i (2.51) îïèñóþòü ñèìåòðè÷íèé âèïàäîê ç 𝛼 = 1 . Öiêàâî,

ùî ãðàíè÷íà ãóñòèíà (2.52) ìîæå áóòè âèðàæåíà â òåðìiíàõ âiäîìèõ ñïåöiàëü-

íèõ ôóíêöié, à ñàìå: iíòåãðàëüíîãî ñèíóñà si(𝑦) = −
∫︀∞
𝑦 𝑑𝑥 sin(𝑥)/𝑥 òà êîñèíóñà
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Ci(𝑦) = −
∫︀∞
𝑦 𝑑𝑥 cos(𝑥)/𝑥 . Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è êîñèíóñ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

äëÿ (1 + 𝑥)−1 [306], ìè çíàõîäèìî

𝒫(𝑦) = −1

𝜋
[sin(|𝑦|) si(|𝑦|) + cos(𝑦) Ci(|𝑦|)]. (2.53)

5) Розподiли довжини стрибка з 𝛼 = 2

Îñêiëüêè 𝛼± ≤ 2 , òî iç óìîâè 𝛼 = 2 âèïëèâà¹ 𝛼+ = 𝛼− = 2 . Î÷åâèäíî,

ùî ÿêùî 𝑙1 ̸= 0 , òî ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.22)

ç âiäïîâiäíîþ ¨é ìàñøòàáóþ÷îþ ôóíêöi¹þ (2.21). Ó òîé æå ÷àñ äëÿ 𝑙1 = 0 iç

ñïiââiäíîøåíü (2.23) òà (2.19) ïðè 𝑘 → 0 îòðèìó¹ìî

1− 𝑤𝑘 ∼ (𝑢+ + 𝑢−)𝑘2

∫︁ ∞
𝑐|𝑘|

𝑑𝑥
1− cos𝑥

𝑥3

∼ 1

2
(𝑢+ + 𝑢−)𝑘2 ln

1

|𝑘|
(2.54)

(0 < 𝑐 <∞) , à çíà÷èòü

Φ(𝑘) =
1

2
(𝑢+ + 𝑢−)𝑘2 lim

𝑡→∞

𝑎2(𝑡)

𝑉 (𝑡)
ln

1

𝑎(𝑡)
. (2.55)

Ïðè íàñòóïíié ïîâåäiíöi ìàñøòàáóþ÷î¨ ôóíêöi¨

𝑎(𝑡) ∼ 2

√︃
𝑉 (𝑡)

(𝑢+ + 𝑢−) ln[1/𝑉 (𝑡)]
(2.56)

( 𝑡→∞ ) ìà¹ìî Φ(𝑘) = 𝑘2 i, òàêèì ÷èíîì, iç ðiâíÿííÿ (2.18) ñëiäó¹

𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
cos(𝑦𝑘)

1 + 𝑘2
=

1

2
𝑒−|𝑦|. (2.57)

Çðîçóìiëî, ùî öåé ðåçóëüòàò ïðè 𝑢+ = 𝑢− âiäïîâiäà¹ i ñèììåòðè÷íîìó

âèïàäêó ç 𝛼 = 2 . Òèì íå ìåíø, îñêiëüêè óìîâà 𝑙1 = 0 íå îáîâ'ÿçêîâî òÿãíå

çà ñîáîþ 𝑤(−𝜉) = 𝑤(𝜉) , òî äâîñòîðîííÿ åêñïîíåíöiàëüíà ãóñòèíà (2.57) âiä-

ïîâiäà¹ áiëüø øèðîêîìó, íiæ ñèìåòðè÷íèé, êëàñó ãóñòèí âåëè÷èíè ñòðèáêà ç
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𝛼 = 2 òà 𝑙1 = 0 . Âiäìiòèìî òàêîæ, ùî ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi (2.57), ÿê

i (2.52), ìîæå áóòè îòðèìàíà iç çàãàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ (2.33) ïðè âèêîíàííi

ãðàíè÷íèõ ïåðåõîäiâ 𝛼 → 2 òà 𝛼 → 1 . Âòiì, îñêiëüêè âèðàçè (2.56) i (2.47) íå

ñëiäóþòü iç ôîðìóëè (2.31), òî ìè îïèñàëè öi âèïàäêè îêðåìî. Ãðàôiêè åêñïî-

íåíöiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ 𝒫(𝑦) ïîêàçàíî íà ðècóíêó 2.2. ×èñëîâå ìîäåëþâàííÿ

äëÿ âñiõ ðîçïîäiëiâ 𝒫(𝑦) , ãðàôiêè ÿêèõ íàâåäåíî â ðîçäiëàõ 2 i 3, ïðîâîäèëîñÿ

íà îñíîâi ìåòîäó, ùî ïðåäñòàâëåíèé ó ïiäðîçäiëi 3.7.

11

2

Ðèñ. 2.2. Åêñïîíåíöiàëüíi ãðàíè÷íi ãóñòèíè 𝒫(𝑦) . Ëiíiÿ 1 ïîêàçó¹ îäíîñòî-
ðîííþ åêñïîíåíöiàëüíó ôóíêöiþ (2.22), ëiíiÿ 2 � äâîñòîðîííþ åêñïîíåíöiàëüíó
ôóíêöiþ (2.57), à òðèêóòíèêè � ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.

Çàâåðøóþ÷è ïiäðîçäië, âèïèøåìî äëÿ çðó÷íîñòi ãðàíè÷íi ãóñòèíè 𝒫(𝑦) òà

âiäïîâiäíi ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ 𝑎(𝑡) ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, à ñàìå

𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
cos(𝑦𝑘)

1 + 𝑘𝛼
(2.58)

òà

𝑎(𝑡) ∼

⎧⎪⎨⎪⎩
(︁

Γ(1+𝛼) sin(𝜋𝛼/2)
𝜋𝑢 𝑉 (𝑡)

)︁1/𝛼

, 0 < 𝛼 < 2,√︁
2𝑉 (𝑡)

𝑢 ln[1/𝑉 (𝑡)] , 𝛼 = 2

(2.59)

( 𝑡 → ∞ ). Öiêàâî, ùî ðiâíÿííÿ (2.58) ïðè 𝛼 = 2 çâîäèòüñÿ äî (2.9) ç 𝑙1 = 0 ,
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òîáòî äà¹ äâîñòîðîííié åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië. Îäíàê, çâàæàþ÷è íà òå, ùî

𝑙2 =∞ , ìàñøòàáóþ÷à ôóíêöiÿ â (2.59) âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä (2.10). Íà ðèñóíêó 2.3

ïîêàçàíî ïîâåäiíêó ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàä-

êó äëÿ õâîñòîâèõ iíäåêñiâ 𝛼 = 0.5 òà 𝛼 = 1.5 . Ðîçïîäiëè äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ

áëóêàíü ïîáóäîâàíî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Ðèñ. 2.3. Ñèìåòðè÷íi ãðàíè÷íi ãóñòèíè 𝒫(𝑦) äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó
𝛼 . Ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü àíàëiòè÷íié ïîâåäiíöi (2.58), à òðèêóòíèêè � ÷èñëîâîìó
ìîäåëþâàííþ.

2.3. Транспортнi властивостi надповiльних польотiв Левi

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìêè îïèñàíèì âèùå ðåçóëüòàòàì, áà÷èìî, ùî ïîëüîòè Ëåâi

iç íàäâàæêèìè ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ äâîìà

ðiçíèìè ñèòóàöiÿìè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ãóñòèíà äà¹òüñÿ âèðàçîì

(2.33) i îïèñó¹ ïðîöåñ ïðè âàæêèõ õâîñòàõ 𝑤(𝜉) iç 𝛼 ∈ (0, 1) òà 𝛼 ∈ (1, 2) ïðè

𝑙1 = 0 . Òàêîæ äî ïåðøîãî âèïàäêó ìîæíà âiäíåñòè ãðàíè÷íó ãóñòèíó (2.52) ïðè

𝛼 = 1 ç 𝜌 = 0 , ÿêùî â (2.33) ïîêëàñòè 𝛼 = 1 i 𝜙 = 0 . Õàðàêòåðíîþ îñîá-

ëèâiñòþ öèõ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí ¹ ôàêò, ùî âîíè ìàþòü âàæêi õâîñòè iç iíäåêñîì

𝛼 (äèâ. ïiäðîçäië 3.2). Òîáòî äèñïåðñiÿ ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ 𝑌 (𝑡) áóäå

çàâæäè íåñêií÷åííîþ i ìà¹ ìiñöå ïðîöåñ ïåðåíîñó íåäèôóçiéíîãî òèïó.

Ó äðóãîìó âèïàäêó ìè ìà¹ìî îäíîñòîðîííié åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië
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(2.22), ùî âiäïîâiäà¹ ãóñòèíàì éìîâiðíîñòi âåëè÷èíè ñòðèáêà iç 𝑙1 ̸= 0 . Îäíî-

ñòîðîííi åêñïîíåíöiàëüíi ãóñòèíè âèíèêàþòü i â ñèòóàöi¨ (2.48), êîëè 𝛼 = 1 ç

𝜌 = 𝑢+𝛿1𝛼+
− 𝑢−𝛿1𝛼− ̸= 0 . Äî öüîãî æ âèïàäêó ìè âiäíîñèìî i äâîñòîðîííié

åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië (2.57) ïðè 𝛼 = 2 i 𝑙1 = 0 . ßê íåâàæêî çðîçóìiòè, â

ñèëó åêñïîíåíöiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ, äðóãèé âèïàäîê õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ 𝑌 (𝑡) .

Ïîñòà¹ ïèòàííÿ ïðî ìîæëèâiñòü îòðèìàííÿ iíôîðìàöi¨ ïðî âëàñòèâîñòi ðîç-

ïîäiëó îðèãiíàëüíîãî ïîëîæåííÿ 𝑋(𝑡) iç âëàñòèâîñòåé ìàñøòàáîâàíîãî 𝑌 (𝑡) .

Ìîìåíòè 𝑛�ãî ïîðÿäêó âåëè÷èíè 𝑋(𝑡) ó ïðîñòîði Ëàïëàñà äàþòüñÿ âèðàçîì

⟨𝑋𝑛(𝑡)⟩𝑠 = (−𝑖)𝑛1− 𝑝𝑠
𝑠

𝑑𝑛

𝑑𝑘𝑛
1

1− 𝑝𝑠𝑤𝑘

⃒⃒⃒
𝑘=0

. (2.60)

Çâiäñè íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ìîìåíòè ïåðøîãî è äðóãîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ

âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

⟨𝑋(𝑡)⟩𝑠 =
𝑙1𝑝𝑠

𝑠(1− 𝑝𝑠)
, ⟨𝑋2(𝑡)⟩𝑠 =

2𝑙21𝑝
2
𝑠

𝑠(1− 𝑝𝑠)2
+

𝑙2𝑝𝑠
𝑠(1− 𝑝𝑠)

. (2.61)

Òàêèì ÷èíîì, ìè áà÷èìî, ùî äèñïåðñiÿ ïîëîæåííÿ 𝑋(𝑡) äëÿ áóäü-ÿêèõ

çíà÷åíü ÷àñó ¹ íåñêií÷åííîþ ïðè 𝛼 ∈ (0, 2] â ñèëó òîãî, ùî äëÿ âàæêèõ õâîñòiâ

𝑤(𝜉) çàâæäè 𝑙2 =∞ . Îòæå, ïðè äàíîìó ìàñøòàáóâàííi ó ðàçi åêñïîíåíöiàëüíèõ

ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ 𝒫(𝑦) ìè íå ìîæåìî êîðåêòíî îòðèìàòè àñèìïòîòè÷íèé

ðîçïîäië äëÿ ïîëîæåííÿ 𝑋(𝑡) ïðè 𝑡 → ∞ çãiäíî iç ôîðìóëîþ (2.7). Äëÿ åêñ-

ïîíåíöiàëüíèõ âèïàäêiâ 𝒫(𝑦) öå ñïiââiäíîøåííÿ áóäå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ 𝑃 (𝑥, 𝑡)

ëèøå ó öåíòðàëüíié îáëàñòi |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] . À îñü õâîñòè 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïîâèííi ñïà-

äàòè íàáàãàòî ïîâiëüíiøå, íiæ åêñïîíåíòà, ùîá çàáåçïå÷èòè íåñêií÷åííiñòü äèñ-

ïåðñi¨. Ôàêò åêñïîíåíöiàëüíèõ ãðàíè÷íèõ ðîçïîäiëiâ 𝒫(𝑦) ïîâ'ÿçàíèé ç òèì, ùî

ó ãðàíèöi 𝑡 → ∞ ó ôîðìóëi (2.18) ïðè ðîçêëàäi 1 − 𝑤𝑘 âðàõîâàíî òiëüêè ãî-

ëîâíi ÷ëåíè, ÿêi ¹ àíàëiòè÷íèìè òà íå âiäîáðàæàþòü ïðèðîäó âàæêèõ õâîñòiâ

𝑤(𝜉) . À âòiì, ïðè âåëèêèõ (àëå êiíöåâèõ) çíà÷åííÿõ ÷àñó äëÿ ãóñòèíè 𝑃 (𝑥, 𝑡)

ó ðåæèìi ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] áóäóòü âàæëèâèìè óòî÷íåííÿ,
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ÿêi ïðÿìóþòü äî íóëÿ ó ãðàíèöi 𝑡→∞ (i ìè ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (2.7)), àëå

äîçâîëÿþòü îòðèìàòè êîðåêòíi õâîñòè 𝑃 (𝑥, 𝑡) . Äîêëàäíèé àíàëiç öüîãî àñïå-

êòó ïðîâåäåíî â ïiäðîçäiëi 3.3, äå ïîêàçàíî, ùî ãóñòèíè 𝑃 (𝑥, 𝑡) çàâæäè ìàþòü

âàæêi õâîñòè i íåñêií÷åííó äèñïåðñiþ.

Íåñêií÷åííiñòü äèñïåðñi¨ íà ïåðøèé ïîãëÿä çäà¹òüñÿ äåùî íåçâè÷íèì ìî-

äåëüíèì ðåçóëüòàòîì. Ïðîòå, ÿê çàçíà÷àëîñÿ ó ðîçäiëi 1, ìåõàíiçìè, ùî ¹ ïðè-

÷èíîþ äèñïåðñi¨, íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ ðåçóëüòàòîì ôiçè÷íîãî ðóõó â Åâêëiäîâîìó

ïðîñòîði, à ìîæóòü ìàòè iíøó ïðèðîäó, ïîâ'ÿçàíó iç äàëüíîäiþ÷èìè âçà¹ìîäi-

ÿìè, íåòðèâiàëüíîþ òîïîëîãi¹þ ïðîñòîðó ÷è ñïåêòðàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè

ñåðåäîâèùà [33]. Iç òî÷êè çîðó àíàëiçó ïðîöåñó, öå îçíà÷à¹, ùî íå iñíó¹ æîä-

íî¨ çàëåæíî¨ âiä ÷àñó ôóíêöi¨ 𝑙(𝑡) , ùî äëÿ ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) ìîìåíò

äðóãîãî ïîðÿäêó ⟨𝑋2(𝑡)⟩ ∝ 𝑙(𝑡) . Ðàçîì ç òèì iíêîëè äëÿ äîñëiäæåííÿ ìàñ-

øòàáóþ÷èõ âëàñòèâîñòåé ïîëüîòiâ Ëåâi õâîñòè 𝑤(𝜉) ôåíîìåíîëîãi÷íèì ÷èíîì

îáðiçàþòü, à ïðè ïðîâåäåííi ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ âiäêèäàþòü çàíàäòî âåëèêi

iíêðåìåíòè. Áëóêàþ÷ó ÷àñòèíêó ôàêòè÷íî ïîìiùàþòü â óÿâíèé ÿùèê, ðîçìiðè

ÿêîãî ç ÷àñîì ðîñòóòü [251].

Îäíi¹þ iç íàéâàæëèâiøèõ õàðàêòåðèñòèê äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ òà ïðîöåñiâ

Ëåâi ¹ ¨õ ìàñøòàáíà iíâàðiàíòíiñòü (ñêåéëiíã). Öå îñîáëèâà ñèìåòðiÿ ñèñòåìè,

ÿêà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çìiíà ìàñøòàáiâ îäíèõ çìiííèõ ìîæå áóòè ñêîìïåíñîâàíà

ïåðåòâîðåííÿì ìàñøòàáiâ iíøèõ. Iç ìàòåìàòè÷íî¨ òî÷êè çîðó òàêà ìàñøòàáíà

iíâàðiàíòíiñòü îçíà÷à¹, ùî äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ ìîäåëåé òà ðåæèìiâ âèïàäêîâèõ

áëóêàíü ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ãóñòèíà éìîâiðíîñòi çàçâè÷àé ìîæå áóòè

ïîäàíà ó âèãëÿäi [33,203,250]

𝑄(𝑥, 𝑡) =
1

𝑡𝛽
𝑊
(︁ 𝑥
𝑡𝛽

)︁
, (2.62)

äå ïàðàìåòð 𝛽 > 0 i 𝑊 (·)� äåÿêà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi (íàïðèêëàä, ãàóññià-

íà äëÿ íîðìàëüíî¨ äèôóçi¨). ßêùî ìîâà éäå ïðî äèôóçiéíèé ïðîöåñ, òî äëÿ

íîðìàëüíî¨ äèôóçi¨ ïàðàìåòð 𝛽 = 1/2 , äëÿ ñóáäèôóçi¨ � 𝛽 < 1/2 , à äëÿ ñó-

ïåðäèôóçi¨ � 𝛽 > 1/2 . Öåé ïàðàìåòð íàçèâàþòü ïîêàçíèêîì Õüîðñòà (H�urst
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exponent) i, îêðiì òðàíñïîðòíèõ, âií äóæå òiñíî ïîâ'ÿçàíèé iç ñêåéëiíãîâèìè òà

ôðàêòàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè ïðîöåñó [307]. Â òàêîìó ðàçi i äëÿ äèôóçiéíèõ

ïðîöåñiâ, i äëÿ ïðîöåñiâ Ëåâi ïàðàìåòð 𝛽 õàðàêòåðèçó¹ øâèäêiñòü ðîçøèðåííÿ

ôðîíòó ÷àñòèíîê, à ñàìå � âîíà ðîñòå ïî çàêîíó 𝑡𝛽 . Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî äëÿ

âèïàäêîâîãî ïðîöåñó ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ñêií÷åííèì, òî éîãî äèñïåðñiÿ

𝜎2(𝑡) ∝ 𝑡2𝛽 . Ïðè öüîìó íîðìàëüíà ôîðìà äèôóçiéíîãî ïàêåòó àáî ôîðìà Ëåâi

ìîæóòü íå çáåðiãàòèñÿ, i äëÿ ¨¨ äîñëiäæåííÿ ïîòðiáíà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïðîöåñiâ (äèôóçiéíîãî òèïó ÷è ïîëüîòiâ

Ëåâi) ìàñøòàáóâàííÿ íå ¹ ñòåïåíåâèì. Iç îïèñàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ ñëiäó¹ (äèâ.

òàêîæ [190,192,194]), ùî çàìiñòü ôîðìóëè (2.62) áóäåìî ìàòè

𝑃 (𝑥, 𝑡) =
1

𝑏(𝑡)
𝑊

(︂
𝑥

𝑏(𝑡)

)︂
(2.63)

iç ìàñøòàáóþ÷îþ ôóíêöi¹þ 𝑏(𝑡) , ùî íå ¹ ñòåïåíåâîþ i îïèñó¹ ïðèíöèïîâî ií-

øèõ õàðàêòåð ðîçøèðåííÿ ôðîíòó ÷àñòèíîê. Ó íàøîìó âèïàäêó â öåíòðàëüíié

îáëàñòi |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] ìà¹ìî 𝑏(𝑡) ∼ 1/𝑎(𝑡) i 𝑊 (𝑦) ∼ 𝒫(𝑦) ïðè 𝑡→∞ .

Çàçíà÷èìî, ùî ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ 𝑎(𝑡) ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií-

÷åííîñòi, òîáòî 𝑎(𝑡) ∼ 𝑎(𝜈𝑡) (𝜈 > 0) ïðè 𝑡 → ∞ . Iç ôîðìóëè (2.7) íåâàæêî

ïîáà÷èòè, ùî åâîëþöiÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) òàêîæ áóäå äóæå ïîâiëü-

íîþ, à ñàìå � ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó 𝑃 (𝑥, 𝜈𝑡) ∼ 𝑃 (𝑥, 𝑡) (𝜈 > 0) . Òàêèì

÷èíîì, õî÷à ðîçïîäië 𝑃 (𝑥, 𝑡) íå ¹ ñòàöiîíàðíèì, àëå ïðè 𝑡 → ∞ çà áóäü-ÿêi

êiíöåâi iíòåðâàëè ÷àñó çìiíà ïðîôiëþ ðîçïîäiëó ÷àñòèíîê áóäå äóæå ìàëîþ,

íå çâàæàþ÷è íà ìîæëèâiñòü áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè ðîáèòè äóæå äîâãi ñòðèáêè.

Öåé ðåçóëüòàò ¹ öiêàâîþ íàñëiäêîì ìîäåëi, â ÿêié ìà¹ ìiñöå äâà â ïåâíié ìiði

ïðîòèëåæíèõ ìåõàíiçìè: ìèòò¹âi äîâãi ñòðèáêè ÷àñòèíêè òà äóæå äîâãi ÷àñè

î÷iêóâàííÿ ó ïîòî÷íîìó ïîëîæåííi.
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Висновки до роздiлу 2

1. Ó ðîçäiëi äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ó ÷àñi ïîâåäiíêó äëÿ ïîëüîòiâ Ëåâi ç

íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ. Çàäàíi ïðîöåñè ìîäåëþâàëèñÿ, âèõîäÿ÷è iç êîíöåïöi¨

íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ âàæêèìè ãóñòè-

íàìè éìîâiðíîñòi âåëè÷èí ñòðèáêiâ ïðîöåñó òà íàäâàæêèìè ãóñòèíàìè éìîâið-

íîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè. Àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó íàäïîâiëüíèõ ïî-

ëüîòiâ Ëåâi ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi ñïåöiàëüíèì

÷èíîì ìàñøòàáîâàíîãî çíà÷åííÿ ïðîöåñó (ïîëîæåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè) òà

âiäïîâiäíèõ ¨ì ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié ÷àñó. Çàçíà÷åíi ðåçóëüòàòè îòðèìàíî íà

îñíîâi àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà ç âèêîðèñòàííÿì

òàóáåðîâî¨ òåîðåìè Êàðàìàòè.

2. Ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi âèðàæåíî ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðåòâî-

ðåííÿ Ôóð'¹ i ïîêàçàíî, ùî âîíè çàëåæàòü òiëüêè âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäi-

ëiâ äîâæèí ñòðèáêiâ âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Â çàëåæíîñòi âiä öèõ ïàðàìåòðiâ

ïðîâåäåíî êëàñèôiêàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, çãiäíî ç ÿêîþ äàíi

ðîçïîäiëè áóäóòü ìàòè õî÷à á îäíó ãiëêó ç âàæêèì õâîñòîì àáî çàäàâàòèñÿ

îäíî/äâîñòîðîííiìè åêñïîíåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè.

3. Âîäíî÷àñ ïîêàçàíî, ùî ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨ áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ

ïàðàìåòðàìè ðîçïîäiëiâ ÿê äîâæèí ñòðèáêiâ, òàê i ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè.

Áiëüø òîãî, âîíè íàëåæàòèìóòü äî êëàñó ôóíêöié, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ

íà íåñêií÷åííîñòi. Òàêèì ÷èíîì, ðîçøèðåííÿ ïðîôiëþ ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ

áëóêàíü âiäáóâàòèìåòüñÿ äóæå ïîâiëüíî, íå çâàæàþ÷è íà ìîæëèâiñòü ïðîöåñó

çäiéñíþâàòè äîâãi ñòðèáêè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî ïðåäñòàâëåíi ó öüîìó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â ñòàò-

òÿõ [1,2].
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РОЗДIЛ 3

ДОСЛIДЖЕННЯ ОСНОВНИХ ХАРАКТЕРИСТИК

ГРАНИЧНИХ ГУСТИН ЙМОВIРНОСТI

Ó ðîçäiëi îòðèìàíî ðÿä òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ, ùî äîçâîëÿþòü âñåái÷íî

âèâ÷èòè îñíîâíi âëàñòèâîñòi äëÿ äîñëiäæóâàíî¨ â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìîäåëi

ìàñøòàáîâàíèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi.

3.1. Альтернативнi представлення граничних розподiлiв

Ó ñèëó îñöèëþþ÷îãî õàðàêòåðó ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ â âèðàçi (2.33) âè-

êîðèñòàííÿ ãóñòèíè 𝒫(𝑦) ó òàêîìó âèãëÿäi ¹ íå äóæå ïðàêòè÷íèì. À òîìó, ùîá

êðàùå âèâ÷èòè àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, ó äàíîìó

ïiäðîçäiëi ìè çíàéäåìî ¨õ áiëüø çðó÷íi ôîðìè ïðåäñòàâëåííÿ.

3.1.1. Представлення у виглядi оберненого перетворення Мел-

лiна

Äëÿ çíàõîæäåííÿ àëüòåðíàòèâíîãî ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi 𝒫(𝑦) äëÿ ïî÷àòêó ìè ïåðåïèøåìî ôîðìóëó (2.33) ó âèãëÿäi

𝒫(𝑦) = 𝒫1(𝑦) + sgn(𝑦)𝒫2(𝑦), (3.1)

äå ìè ââåëè ôóíêöi¨

𝒫1(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
(1 + cos𝜙𝑘𝛼) cos(𝑦𝑘)

1 + 2 cos𝜙𝑘𝛼 + 𝑘2𝛼
, (3.2)

𝒫2(𝑦) =
sin𝜙

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑘
𝑘𝛼 sin(|𝑦|𝑘)

1 + 2 cos𝜙𝑘𝛼 + 𝑘2𝛼
. (3.3)

Çàñòîñó¹ìî äî ôóíêöié 𝒫±(𝑦) = 𝒫1(𝑦)±𝒫2(𝑦) (äå 𝒫±(𝑦) = 𝒫(𝑦)|𝑦≷0) ïåðåòâî-

ðåííÿ Ìåëëiíà. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ äåÿêî¨ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑦) âîíî çàäà¹òüñÿ iíòåãðà-

ëîì 𝑓𝑟 = ℳ{𝑓(𝑦)} =
∫︀∞

0 𝑑𝑦𝑓(𝑦)𝑦𝑟−1 , ïðè öüîìó äëÿ 𝑓(𝑦) =
∫︀∞

0 𝑑𝑥𝑢(𝑦𝑥)𝑣(𝑥)
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ñïðàâåäëèâèì ¹ âèðàç 𝑓𝑟 = 𝑢𝑟𝑣1−𝑟 (äèâ., íàïðèêëàä, [308]). Âèõîäÿ÷è iç ñêàçà-

íîãî, îòðèìó¹ìî

𝒫±𝑟 =ℳ{cos 𝑦}𝐹1−𝑟 ±ℳ{sin 𝑦}𝐺1−𝑟. (3.4)

Çãiäíî ç êíèãîþ [306] ìàþòü ìiñöå ôîðìóëè ℳ{cos 𝑦} = Γ(𝑟) cos(𝜋𝑟/2) (0 <

Re 𝑟 < 1 ), ℳ{sin 𝑦} = Γ(𝑟) sin(𝜋𝑟/2) (−1 < Re 𝑟 < 1 ), à òàêîæ

𝐹1−𝑟 =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑦
1 + cos𝜙𝑦𝛼

1 + 2 cos𝜙𝑦𝛼 + 𝑦2𝛼
𝑦−𝑟

=
1

𝜋𝛼

∫︁ ∞
0

𝑑𝑦
1 + cos𝜙𝑦

1 + 2 cos𝜙𝑦 + 𝑦2
𝑦

1−𝑟
𝛼 −1

=
cos[𝜙(1− 𝑟)/𝛼]

𝛼 sin[𝜋(1− 𝑟)/𝛼]
(3.5)

(1− 𝛼 < Re 𝑟 < 1 ) òà

𝐺1−𝑟 =
sin𝜙

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑦
𝑦𝛼−𝑟

1 + 2 cos𝜙𝑦𝛼 + 𝑦2𝛼

=
sin𝜙

𝜋𝛼

∫︁ ∞
0

𝑑𝑦
𝑦

1−𝑟
𝛼

1 + 2 cos𝜙𝑦 + 𝑦2

=
sin[𝜙(1− 𝑟)/𝛼]

𝛼 sin[𝜋(1− 𝑟)/𝛼]
(3.6)

(1− 𝛼 < Re 𝑟 < 1 + 𝛼 ).

Òàêèì ÷èíîì, iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.4) ìè çíàõîäèìî

𝒫±𝑟 =
Γ(𝑟) sin[(𝜋𝛼/2± 𝜙)(1− 𝑟)/𝛼]

𝛼 sin[𝜋(1− 𝑟)/𝛼]
(3.7)

(max{1 − 𝛼, 0} < Re 𝑟 < 1) . Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî ïå-

ðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà: ℳ−1{𝑓𝑟} = 𝑓(𝑦) = (2𝜋𝑖)−1
∫︀ 𝑐+𝑖∞
𝑐−𝑖∞ 𝑑𝑟𝑓𝑟𝑦

−𝑟 , ïîçíà÷åííÿ

𝒫(𝑦)|𝑦≷0 = 𝒫±(𝑦) i âèðàç (3.7), ìè ìîæåìî ïðåäñòàâèòè ãðàíè÷íó ãóñòèíó
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éìîâiðíîñòi (2.33) ÿê îáåðíåíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà

𝒫(𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟) sin
[︀
𝜑(𝑦)1−𝑟

𝛼

]︀
𝛼 sin

(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ |𝑦|−𝑟, (3.8)

äå max(1− 𝛼, 0) < 𝑐 < 1 i ââåäåíî ôóíêöiþ

𝜑(𝑦) =
𝜋𝛼

2
+ sgn(𝑦)𝜙. (3.9)

Íàãàäà¹ìî, ùî âåëè÷èíà 𝜙 çíàõîäèòüñÿ iç âèðàçó (2.34).

Âàæëèâî ïiäêðåñëèòè, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (2.33) òà (3.8) ñïðàâåäëèâi ïðè

âñiõ çíà÷åííÿõ õâîñòîâîãî iíäåêñà 𝛼 iç èíòåðâàëó (0, 2] . Îñêiëüêè ãðàíè÷íi

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼 = 1 i 𝛼 = 2 (äèâ. ïiäðîçäië 2.2) ìàþòü ïðîñòó

ôîðìó, òî äàëi ìè çîñåðåäèìî óâàãó íà âèðàçi (3.8) òiëüêè äëÿ 𝛼 ∈ (0, 1) i

𝛼 ∈ (1, 2) . Ìîæëèâi ÷îòèðè ðiçíi ñèòóàöi¨ äëÿ öiêàâèõ íàì çíà÷åíü õâîñòîâîãî

ïàðàìåòðà, êîæíó iç ÿêèõ ìè îêðåìî îïèøåìî íèæ÷å.

1) 𝛼 ∈ (0,1), 𝛼+ ̸= 𝛼−

Ó öüîìó âèïàäêó iç ðiâíÿíü (2.29), (2.30), (2.34) i (2.35) ñëiäó¹, ùî cos𝜙 =

cos(𝜋𝛼/2) òà sin𝜙 = (𝛿𝛼𝛼+
− 𝛿𝛼𝛼−) sin(𝜋𝛼/2) . Iç äâîõ îñòàííiõ ðiâíîñòåé îòðè-

ìó¹ìî 𝜙 = (𝛿𝛼𝛼+
− 𝛿𝛼𝛼−)𝜋𝛼/2 , à òîìó ðiâíÿííÿ (3.9) äà¹ íàñòóïíèé ðåçóëüòàò

𝜑(𝑦) = [1 + sgn(𝜎𝑦)]
𝜋𝛼

2
, (3.10)

äå 𝜎 = 𝛿𝛼𝛼+
− 𝛿𝛼𝛼− = sgn(𝛼− − 𝛼+) . Ââîäÿ÷è ïîçíà÷åííÿ 𝜑(𝑦) = 𝜑sgn(𝜎𝑦) , iç

âèðàçó (3.10) îòðèìó¹ìî 𝜑+ = 𝜋𝛼 i 𝜑− = 0 . Íà îñíîâi öi¹¨ ðiâíîñòi ðîáèìî

âèñíîâîê, ùî ðîçïîäië 𝒫(𝑦) = 0 ïðè 𝜎𝑦 < 0 , òîáòî ó âèïàäêó 𝛼 ∈ (0, 1) i

𝛼+ ̸= 𝛼− ãóñòèíà 𝒫(𝑦) áóäå îäíîñòîðîííüîþ. I äàëi, ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiâíiñòþ

(3.8), ìîæåìî îòðèìàòè ôîðìóëó

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟) sin
(︀
𝜑+

1−𝑟
𝛼

)︀
𝛼 sin

(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ |𝑦|−𝑟 (3.11)
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iç ïàðàìåòðîì 𝜑+ = 𝜋𝛼 .

2) 𝛼 ∈ (1,2), 𝛼+ ̸= 𝛼−, 𝑙1 = 0

Çà öèõ óìîâ âèðàç (2.34) ïðèâîäèòü äî ñèñòåìè ðiâíÿíü cos𝜙 = − cos(𝜋𝛼/2)

òà sin𝜙 = −𝜎 sin(𝜋𝛼/2) , ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ äà¹òüñÿ çíà÷åííÿì 𝜙 = −𝜎(𝜋− 𝜋𝛼/2) .

Îòæå, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (3.10) ìà¹ìî

𝜑(𝑦) =
𝜋𝛼

2
− sgn(𝜎𝑦)

(︁
𝜋 − 𝜋𝛼

2

)︁
, (3.12)

à òîìó 𝜑+ = 𝜋(𝛼 − 1) i 𝜑− = 𝜋 . Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è îáåðíåíå

ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà äëÿ ãàììà-ôóíêöi¨ [306]

1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟Γ(𝑟)|𝑦|−𝑟 = 𝑒−|𝑦| (3.13)

( 𝑐 > 0 ), ðiâíÿííÿ (3.8) ìîæå áóòè çàïèñàíî ó âèãëÿäi

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟) sin
(︀
𝜑+

1−𝑟
𝛼

)︀
𝛼 sin

(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ |𝑦|−𝑟
+𝐻(−𝜎𝑦)

1

𝛼
𝑒−|𝑦|, (3.14)

äå 𝜑+ = 𝜋(𝛼− 1) . Iç öèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáèìî âèñíîâîê, ÿêùî 𝛼 ∈ (1, 2) i 𝛼+ ̸=

𝛼− , òî, íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi áóäå

äâîñòîðîííüîþ. Äî òîãî æ, ÿê ìè áà÷èìî iç ôîðìóëè (3.14), öÿ ãóñòèíà áóäå

åêñïîíåíöiàëüíîþ ïðè 𝑦 > 0 i 𝛼 = 𝛼− àáî ïðè 𝑦 < 0 i 𝛼 = 𝛼+ . Çàçíà÷èìî, ùî

ïðè 𝑦 = 0 ïåðåäáà÷à¹òüñÿ âèêîíàííÿ óìîâè 𝐻(𝑦𝜎)|𝑦=0 = 𝐻(𝜎) .

3) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (0,1), 𝑢+ ̸= 𝑢−

Ó äàííîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.34) äà¹

cos𝜙 =
(𝑢+ + 𝑢−) cos(𝜋𝛼/2)√︀
𝑢2

+ + 𝑢2
− + 2 cos(𝜋𝛼)𝑢+𝑢−

,

sin𝜙 =
(𝑢+ − 𝑢−) sin(𝜋𝛼/2)√︀

𝑢2
+ + 𝑢2

− + 2 cos(𝜋𝛼)𝑢+𝑢−
.

(3.15)
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Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ

𝜖 =
𝑢+ − 𝑢−
𝑢+ + 𝑢−

, (3.16)

iç ôîðìóëè (3.15) âèïëèâà¹

𝜙 = sgn(𝜖) arctan
[︁
|𝜖| tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
. (3.17)

Òóò arctan(·)� ãîëîâíå çíà÷åííÿ îáåðíåíî¨ äî òàíãåíñà ôóíêöi¨. Çðåøòîþ, ïðåä-

ñòàâëÿþ÷è äâîçíà÷íó ôóíêöiþ (3.9) ÿê 𝜑(𝑦) = 𝜑sgn(𝜖𝑦) , äå

𝜑± =
𝜋𝛼

2
± arctan

[︁
|𝜖| tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
, (3.18)

òà âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (3.8), ìè çíàõîäèìî äâîñòîðîíí¹ ïðåäñòàâëåííÿ

ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜖𝑦)

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟) sin
(︀
𝜑+

1−𝑟
𝛼

)︀
𝛼 sin

(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ |𝑦|−𝑟
+
𝐻(−𝜖𝑦)

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟) sin
(︀
𝜑−

1−𝑟
𝛼

)︀
𝛼 sin

(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ |𝑦|−𝑟. (3.19)

Òàê ÿê 𝛼 ∈ (0, 1) i |𝜖| < 1 , òî ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî arctan[|𝜖| tan(𝜋𝛼/2)] ∈

(0, 𝜋𝛼/2) , à òîìó 𝜋𝛼/2 < 𝜑+ < 𝜋𝛼 , 0 < 𝜑− < 𝜋𝛼/2 i 𝜑+ > 𝜑− .

4) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (1,2), 𝑢+ ̸= 𝑢−, 𝑙1 = 0

I, íàðåøòi, â îñòàííüîìó âèïàäêó ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) äà¹òüñÿ òi¹þ

æ ôîðìóëîþ (3.19), ùî i â ïîïåðåäíüîìó. À äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòðiâ 𝜑+ i

𝜑− ìè çàäàìî ðiâíÿííÿ

cos𝜙 = − (𝑢+ + 𝑢−) cos(𝜋𝛼/2)√︀
𝑢2

+ + 𝑢2
− + 2 cos(𝜋𝛼)𝑢+𝑢−

,

sin𝜙 = − (𝑢+ − 𝑢−) sin(𝜋𝛼/2)√︀
𝑢2

+ + 𝑢2
− + 2 cos(𝜋𝛼)𝑢+𝑢−

,

(3.20)
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ÿêi ñëiäóþòü iç ñïiââiäíîøåíü (2.34). Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü ìàþòü òàêèõ æå

âèä ÿê i (3.17), à òîìó ïàðàìåòðè 𝜑+ òà 𝜑− òàêîæ çíàõîäÿòüñÿ iç âèðàçó (3.18).

Òèì íå ìåíø, òàê ÿê arctan[|𝜖| tan(𝜋𝛼/2)] ∈ (𝜋𝛼/2 − 𝜋, 0) , òî, íà âiäìiíó âiä

ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, ìè ìà¹ìî 𝜋(𝛼 − 1) < 𝜑+ < 𝜋𝛼/2 , 𝜋𝛼/2 < 𝜑− < 𝜋 i

𝜑+ < 𝜑− .

3.1.2. Представлення у виглядi перетворення Лапласа

Äëÿ çíàõîæäåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi â òåðìiíàõ ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà â ðiâíÿííi (3.8) ìè çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ 𝜂 = (1− 𝑟)/𝛼

i âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ãàììà-ôóíêöi¨ Γ(𝑟) =
∫︀∞

0 𝑑𝑧𝑒−𝑧𝑧𝑟−1

(Re 𝑟 > 0 ) [309]. Çâiäñè áåçïîñåðåäíüî ñëiäó¹

𝒫(𝑦) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝜂 Γ(1− 𝛼𝜂)

sin[𝜑(𝑦)𝜂]

sin(𝜋𝜂)
|𝑦|𝛼𝜂−1

=
1

2𝜋𝑖

∫︁ ∞
0

𝑑𝑧𝑒−𝑧
∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝜂

sin[𝜑(𝑦)𝜂]

|𝑦| sin(𝜋𝜂)

(︂
𝑧𝛼

|𝑦|𝛼

)︂−𝜂
(3.21)

(0 < 𝑐 < min{1, 1/𝛼} ). Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ [310]

1

2𝑖

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝜂

sin(𝜗𝜂)

sin(𝜋𝜂)
𝑧−𝜂 =

sin𝜗 𝑧

1 + 2 cos𝜗 𝑧 + 𝑧2
(3.22)

(−𝜋 < 𝜗 < 𝜋 ) i ðîáëÿ÷è ó âèðàçi (3.21) çàìiíó çìiííî¨ 𝑥 = 𝑧/|𝑦| , ìè çíàõîäèìî

øóêàíå ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi

𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−|𝑦|𝑥
sin[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼

1 + 2 cos[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼
. (3.23)

Âiäìiòèìî, ùî õî÷à âèðàç (3.22) íåïðèäàòíèé äëÿ 𝜗 = 𝜋 , ðiâíÿííÿ (3.23) ïðè

𝜑(𝑦) = 𝜋 äà¹ ïðàâèëüíèé ðåçóëüòàò, ÿêùî 𝒫(𝑦)|𝜑(𝑦)=𝜋 iíòåðïðåòóâàòè ÿê ãðà-

íèöþ lim𝜁→0𝒫(𝑦)|𝜑(𝑦)=𝜋−𝜁 .

Ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ó âèãëÿäi (3.23) çðó÷íà äëÿ âèçíà÷åííÿ

áàãàòüîõ öiêàâèõ íàì âëàñòèâîñòåé ðîçãëÿäóâàíèõ áëóêàíü. Çîêðåìà, iç öüîãî
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ïðåäñòàâëåííÿ ñëiäó¹, ùî 𝒫(𝑦) ≥ 0 , òîáòî ôóíêöiÿ 𝒫(𝑦) äiéñíî ¹ ãóñòèíîþ

éìîâiðíîñòi. Êðiì òîãî, ìà¹ìî 𝑑𝒫(𝑦)/𝑑|𝑦| ≤ 0 (𝑦 ̸= 0 ) i max𝒫(𝑦) = 𝒫(0) , à

çíà÷èòü ðîçïîäië 𝒫(𝑦) ¹ óíiìîäàëüíèì. Áiëüø òîãî, â ñèëó åêñïîíåíöiàëüíîãî

ìíîæíèêà â ïiäiíòåãðàëüíié ôóíêöi¨, ïðåäñòàâëåííÿ (3.23) íàéáiëüø çðó÷íå äëÿ

çíàõîäæåííÿ 𝒫(𝑦) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ |𝑦| .

Ç ìåòîþ ñïðîùåííÿ îòðèìàíîãî âèðàçó äëÿ 𝒫(𝑦) ó ôîðìi ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà íèæ÷å ìè çíîâó îêðåìî ðîçãëÿíåìî ÷îòèðè ìîæëèâi âèïàäêè, ùî áóëè

ïðåäñòàâëåíi â ïiäðîçäiëi 3.1.1, òà çàïèøåìî ¨õ ó áiëüø ïðîñòîìó âèãëÿäi.

1) 𝛼 ∈ (0,1), 𝛼+ ̸= 𝛼−

Ó öüîìó âèïàäêó, âèõîäÿ÷è iç âèðàçiâ (3.11) i (3.23), îòðèìó¹ìî

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−|𝑦|𝑥
sin(𝜑+)𝑥𝛼

1 + 2 cos(𝜑+)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼
(3.24)

iç 𝜑+ = 𝜋𝛼 . Òàê ÿê ïðè 𝑦 = 0 äàíèé iíòåãðàë ðîçõîäèòüñÿ, òî 𝒫(𝑦)|𝜎𝑦→+0 =∞ .

Äàëi íà îñíîâi ñòàíäàðòíîãî iíòåãðàëó [305]∫︁ ∞
0

𝑑𝑧
𝑧𝜈−1

1 + 2 cos𝜗 𝑧 + 𝑧2
=
𝜋 sin[𝜗(1− 𝜈)]

sin𝜗 sin(𝜋𝜈)
(3.25)

(0 < |𝜗| < 𝜋, 0 < 𝜈 < 2 ), ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ïðè 𝜈 = 1 ïðàâà ÷àñòèíà

ðiâíÿííÿ (3.25) ðiâíà 𝜗/ sin𝜗 , ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî óìîâà íîðìóâàííÿ äëÿ

𝒫(𝑦) çáåðiãà¹òüñÿ∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑦𝒫(𝑦) =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
sin(𝜋𝛼)𝑥𝛼−1

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼

=
1

𝜋𝛼

∫︁ ∞
0

𝑑𝑧
sin(𝜋𝛼)

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑧 + 𝑧2
= 1. (3.26)

Ãîëîâíà îñîáëèâiñòü öi¹¨ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïîëÿãà¹ â ¨¨ îäíî-

ñòîðîííîñòi, à ñàìå: 𝒫(𝑦) = 0 ïðè 𝑦 > 0 , ÿêùî 𝛼+ > 𝛼− ; àáî ïðè 𝑦 < 0 ,

ÿêùî 𝛼− > 𝛼+ . Îòæå, ðîçïîäië ÷àñòèíîê áóäå çîñåðåäæåíèé íà òié ïiââiñi, äëÿ

ÿêî¨ õâîñòîâîé iíäåêñ ¹ íàéìåíüøèì, òîáòî éìîâiðíiñòü çäiéñíèòè äóæå äîâãèé
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ñòðèáîê âèùà. Ïðè öüîìó ïiäêðåñëèìî, ùî çàãàëüíà éìîâiðíiñòü ñòðèáêà â äà-

íîìó íàïðÿìêó 𝑊sgn(𝜎) =
∫︀∞

0 𝑑𝜉𝑤[sgn(𝜎)𝜉] ìîæå áóòè ìåíøîþ, íiæ éìîâiðíiñòü

𝑊−sgn(𝜎) = 1 − 𝑊sgn(𝜎) ñòðèáêà ó ïðîòèëåæíîìó. Îäíàê áiëüø âàæêi õâîñòè

ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ïðèçâîäÿòü äî êîíöåíòðàöi¨ ðîçïîäiëó ÷àñòèíîê

ñàìå â ¨õ íàïðÿìêó. Ïîâåäiíêó ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼 ∈ (0, 1) òà

𝛼+ ̸= 𝛼− ïðåäñòàâëåíî íà ðèñóíêó 3.1.

Ðèñ. 3.1. Ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼+ =𝛼=1/2 i 𝛼−>𝛼+ . Ñóöiëüíà
ëiíiÿ ïîêàçó¹ àíàëiòè÷íó ïîâåäiíêó (3.24), à ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ
ïîêàçàíî òðèêóòíèêàìè.

2) 𝛼 ∈ (1,2), 𝛼+ ̸= 𝛼−, 𝑙1 = 0

Ó öié ñèòóàöi¨ ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ìà¹ âèãëÿä

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−|𝑦|𝑥
sin(𝜑+)𝑥𝛼

1 + 2 cos(𝜑+)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼

+𝐻(−𝜎𝑦)
1

𝛼
𝑒−|𝑦|, (3.27)

äå 𝜑+ = 𝜋(𝛼 − 1) . Çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ (3.25) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî 𝒫(𝑦)
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íîðìîâàíà i

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦→+0 =
1

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
sin(𝜑+)𝑥𝛼

1 + 2 cos(𝜑+)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼

=
1

𝜋𝛼

∫︁ ∞
0

𝑑𝑧
sin(𝜑+)𝑧1/𝛼

1 + 2 cos(𝜑+)𝑧 + 𝑧2

=
sin(𝜑+/𝛼)

𝛼 sin(𝜋/𝛼)
. (3.28)

Îñêiëüêè 𝜑+ = 𝜋(𝛼− 1) , òî, âðàõîâóþ÷è âèðàç (3.27), îòðèìó¹ìî

𝒫(0) = 𝒫(𝑦)|𝜎𝑦→±0 =
1

𝛼
. (3.29)

Ðèñ. 3.2. Ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼+ = 𝛼 = 5/4 i 𝛼− > 𝛼+ . Ñóöiëüíà
ëiíiÿ ïîêàçó¹ àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi iç ôîðìóëè (3.27), à òðèêóòíèêè
âiäïîâiäàþòü ÷èñëîâèì ðåçóëüòàòàì.

Òàêèì ÷èíîì, ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi áóäå äâî-

ñòîðîííüîþ. Ïðè ÷îìó îäíà ãiëêà 𝒫(𝑦) (ëiâà ïðè 𝛼− > 𝛼+ àáî ïðàâà ïðè

𝛼+ > 𝛼− ) áóäå ÷èñòî åêñïîíåíöiàëüíîþ, à äðóãà ìàòè âàæêèé õâiñò (äèâ.

ðîçäië 3.2). Âiäìiòèìî, ùî âàæêà ãiëêà 𝒫(𝑦) áóäå íà òié ïiââiñi, äå õâîñòî-

âîé iíäåêñ ãóñòèíè 𝑤(𝜉) âåëè÷èíè ñòðèáêà íàéìåíøèé. Ïðîòå, éìîâiðíiñòü∫︀∞
0 𝑑𝑦𝒫 [−sgn(𝜎)𝑦] = 1/𝛼 òîãî, ùî 𝜎𝑌 (∞) < 0 , òîáòî éìîâiðíiñòü, ùî âiäïî-

âiäà¹ åêñïîíåíöiàëüíié ãiëöi, áóäå çàâæäè áiëüøà çà 1/2 . Ðèñóíîê 3.2 ïîêàçó¹
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ïîâåäiíêó ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ó äàíîìó âèïàäêó.

3) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (0,1), 𝑢+ ̸= 𝑢−

Iç âèðàçiâ (3.19) òà (3.23) çíàõîäèìî

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜖𝑦)

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−|𝑦|𝑥
sin(𝜑+)𝑥𝛼

1 + 2 cos(𝜑+)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼

+
𝐻(−𝜖𝑦)

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−|𝑦|𝑥
sin(𝜑−)𝑥𝛼

1 + 2 cos(𝜑−)𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼
, (3.30)

äå ïàðàìåòðè 𝜑+ i 𝜑− äàþòüñÿ ðiâíÿííÿì (3.18). Âèõîäÿ÷è iç óìîâè 𝛼 < 1 ,

íåâàæêî âñòàíîâèòè, ùî 𝒫(0) = ∞ . I, çíîâó âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó (3.25),

ìîæíà ïåðåâiðèòè íîðìîâàíiñòü 𝒫(𝑦) .

Ïîðiâíÿííÿ ç ïåðøèì âèïàäêîì ïîêàçó¹, ùî ïðè 𝛼+ ̸= 𝛼− ñïîñòåðiãà¹òñÿ

ñèëüíà àñèìåòðiÿ (îäíîñòîðîííié ðîçïîäië) ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) , ó òîé

÷àñ ÿê çà óìîâè 𝛼+ = 𝛼− ïðè 𝑢+ ̸= 𝑢− ðîçïîäië áóäå ìåíø àñèìåòðè÷íèì i

äâîñòîðîííiì. Çãiäíî ç (3.30) ó äàííîìó âèïàäêó îáèäâi ãiëêè ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòi áóäóòü ìàòè âàæêi õâîñòè ç òèì æå õâîñòîâèì ïàðàìåòðîì 𝛼 , ùî

é âiäïîâiäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi âåëè÷èíè ñòðèáêà (äèâ. ðîçäië 3.2). Ïîâåäiíêà

ðîçïîäiëó 𝒫(𝑦) äëÿ öi¹¨ ñèòóàöi¨ ïîêàçàíà íà ðèñóíêó 3.3.

Ðèñ. 3.3. Ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 = 1/2 i 𝜖 = 1/3 .
Ñóöiëüíà ëiíiÿ ïîêàçó¹ àíàëiòè÷íó ãóñòèíó, îòðèìàíó iç ôîðìóëè (3.30), à òðè-
êóòíèêè âiäïîâiäàþòü ðåçóëüòàòàì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.
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4) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (1,2), 𝑢+ ̸= 𝑢−, 𝑙1 = 0

ßê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi i ïàðàìåòðè 𝜑+

òà 𝜑− çàäàþòüñÿ ðiâíÿííÿìè (3.30) i (3.18) âiäïîâiäíî. Âàæëèâîþ âiäìiííiñòþ

¹ òîé ôàêò, ùî â öåé ðàç 𝒫(0) < ∞ . Ùîá ïîêàçàòè ÷îìó äîðiâíþ¹ 𝒫(0) ìè

âèêîðèñòà¹ìî âèðàç (3.30) òà iíòåãðàë (3.25), çâiäêè îòðèìà¹ìî

𝒫(𝑦)|𝜖𝑦→±0 =
sin(𝜑±/𝛼)

𝛼 sin(𝜋/𝛼)
. (3.31)

Îïèðàþ÷èñü íà ñïiââiäíîøåííÿ (3.18), çíàõîäèìî sin(𝜑+/𝛼) = sin(𝜑−/𝛼) ,

à çíà÷èòü 𝒫(𝑦)|𝜖𝑦→±0 = 𝒫(0) , äå

𝒫(0) =
1

𝛼 sin(𝜋/𝛼)
cos

{︂
1

𝛼
arctan

[︁
|𝜖| tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁}︂
. (3.32)

Ïîðiâíþþ÷è öåé ðåçóëüòàò iç äðóãèì âèïàäêîì, ìè çíîâó ïîìi÷à¹ìî, ùî ïðè

𝛼+ ̸= 𝛼− ïîâåäiíêà ïðàâî¨ òà ëiâî¨ ãiëêè 𝒫(𝑦) áóäå ñèëüíiøå âiäðiçíÿòèñÿ ìiæ

ñîáîþ, íiæ ïðè ðiçíèõ 𝑢+ ̸= 𝑢− , àëå ðiâíîñòi õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ 𝛼+ = 𝛼− .

Äëÿ öüîãî âèïàäêó ïîâåäiíêà ãóñòèíè 𝒫(𝑦) ïîêàçàíà íà ðèñóíêó 3.4.

Ðèñ. 3.4. Ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ïðè 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 = 5/4 i 𝜖 =

(
√

2−1)/(
√

2+1) . Ñóöiëüíà ëiíiÿ i òðèêóòíèêè ïîêàçóþòü àíàëiòè÷íi òà ÷èñëîâi
ðåçóëüòàòè âiäïîâiäíî.
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3.1.3. Представлення у виглядi H -функцiй Фокса

H -ôóíêöi¨ Ôîêñà ¹ îäíèìè iç íàéáiëüø çàãàëüíèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié

(òîáòî äóæå áàãàòî åëåìåíòàðíèõ òà ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié ÿâëÿþòüñÿ ¨õ ÷àñòêî-

âèìè âèïàäêàìè), ÷è¨ îñíîâíi âëàñòèâîñòi äîáðå âèâ÷åíi [311]. Çàçíà÷åíi ôóíê-

öi¨, êðiì òîãî, ãðàþòü çíà÷íó ðîëü ó âèâ÷åííi àíîìàëüíèõ òðàíñïîðòíèõ ïðîöå-

ñiâ [29,30,312]. Âðàõîâóþ÷è öåé ôàêò, äîðå÷íî çíàéòè ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi â òåðìiíàõ öèõ ôóíêöié.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ òàêîãî ïðåäñòàâëåííÿ ìè ñïî÷àòêó âèêîðèñòà¹ìî âiäîìó

ôîðìóëó Åéëåðà [309] Γ(𝑧)Γ(1− 𝑧) = 𝜋/ sin(𝜋𝑧) , iç ÿêî¨ ñëiäó¹

sin
[︀
𝜑(𝑦)1−𝑟

𝛼

]︀
sin
(︀
𝜋 1−𝑟

𝛼

)︀ =
Γ
(︀

1−𝑟
𝛼

)︀
Γ
(︀
1− 1−𝑟

𝛼

)︀
Γ
[︀
𝜑(𝑦)1−𝑟

𝜋𝛼

]︀
Γ
[︀
1− 𝜑(𝑦)1−𝑟

𝜋𝛼

]︀ . (3.33)

Äàëi, ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííié âèðàç â ôîðìóëó (3.8), çíàõîäèìî

𝒫(𝑦) =
1

2𝜋𝑖𝛼

∫︁ 𝑐+𝑖∞

𝑐−𝑖∞
𝑑𝑟

Γ(𝑟)Γ
(︀

1−𝑟
𝛼

)︀
Γ
(︀
1− 1−𝑟

𝛼

)︀
Γ
[︀
𝜑(𝑦)1−𝑟

𝜋𝛼

]︀
Γ
[︀
1− 𝜑(𝑦)1−𝑟

𝜋𝛼

]︀ |𝑦|−𝑟. (3.34)

Òåïåð âðàõó¹ìî, ùî H -ôóíêöi¨ ìîæóòü áóòè çàäàíi çà äîïîìîãîþ iíòåãðàëó

Ìåëëiíà-Áàðíñà [311]

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

⎡⎣𝑦 ⃒⃒⃒ (𝑎𝑝, 𝐴𝑝)

(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

⎤⎦= 𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

⎡⎣𝑦 ⃒⃒⃒ (𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝, 𝐴𝑝)

(𝑏1, 𝐵1), . . . , (𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

⎤⎦
=

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝐿

𝑑𝑟Θ𝑟𝑦
−𝑟, (3.35)

äå

Θ𝑟 =

∏︀𝑚
𝑗=1 Γ(𝑏𝑗 +𝐵𝑗𝑟)

∏︀𝑛
𝑗=1 Γ(1− 𝑎𝑗 − 𝐴𝑗𝑟)∏︀𝑞

𝑗=𝑚+1 Γ(1− 𝑏𝑗 −𝐵𝑗𝑟)
∏︀𝑝

𝑗=𝑛+1 Γ(𝑎𝑗 + 𝐴𝑗𝑟)
. (3.36)

Òóò 𝑚,𝑛, 𝑝, 𝑞 � öiëi ÷èñëà, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑞 , 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑝 , 𝑎𝑗 i 𝑏𝑗 � äiéñíi àáî êîìï-

ëåêñíi ÷èñëà, 𝐴𝑗, 𝐵𝑗 > 0 , 𝐿 � ïiäõîäÿùèé êîíòóð â êîìïëåêñíié 𝑟 -ïëîùèíi,
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ÿêèé âiääiëÿ¹ ïîëþñè ãàììà-ôóíêöié Γ(𝑏𝑗 +𝐵𝑗𝑟) âiä ïîëþñiâ Γ(1− 𝑎𝑗 −𝐴𝑗𝑟) .

Çàóâàæèìî, ùî ïóñòèé äîáóòîê ââàæà¹òüñÿ ðiâíèì 1.

Òîäi, ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ (3.36) iç ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ â âèðàçi

(3.34), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ãðàíè÷íà ãóñòèíà 𝒫(𝑦) ìîæå áóòè ïðåäñòàâ-

ëåíà ÷åðåç H -ôóíêöi¨ íàñòóïíèì ÷èíîì

𝒫(𝑦) =
1

𝛼
𝐻2,1

2,3

[︃
|𝑦|
⃒⃒⃒⃒

(1− 1
𝛼 ,

1
𝛼), (1− 𝜑(𝑦)

𝜋𝛼 ,
𝜑(𝑦)
𝜋𝛼 )

(0, 1), (1− 1
𝛼 ,

1
𝛼), (1− 𝜑(𝑦)

𝜋𝛼 ,
𝜑(𝑦)
𝜋𝛼 )

]︃
. (3.37)

Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ çàãàëüíó ôîðìóëó, íåâàæêî çíàéòè âiäïîâiäíå ïðåäñòàâëå-

ííÿ äëÿ óñiõ ÷îòèðüîõ îáãîâîðþâàíèõ ðàíiøå âèïàäêiâ. Äëÿ ïðèêëàäó ìè çîñå-

ðåäèìî óâàãó íà ïåðøîìó iç íèõ, òîáòî äëÿ 𝛼 ∈ (0, 1) ïðè 𝛼+ ̸= 𝛼− , îñêiëüêè

â öüîìó âèïàäêó ðåçóëüòàò (3.37) ìîæå áóòè ñóòò¹âî ñïðîùåíèé. Ñïðàâäi, òàê

ÿê â öié ñèòóàöi¨ 𝜑(𝑦) = 𝜑sgn(𝜎𝑦) ç 𝜑+ = 𝜋𝛼 i 𝜑− = 0 , òî iç ðiâíÿííÿ (3.37) ç

óðàõóâàííÿì ñïiââiäíîøåííÿ [311]

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

⎡⎣𝑦 ⃒⃒⃒ (𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1), (𝑏1, 𝐵1)

(𝑏1, 𝐵1), . . . , (𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

⎤⎦
= 𝐻𝑚−1,𝑛

𝑝−1,𝑞−1

⎡⎣𝑦 ⃒⃒⃒ (𝑎1, 𝐴1), . . . , (𝑎𝑝−1, 𝐴𝑝−1)

(𝑏2, 𝐵2), . . . , (𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

⎤⎦ (3.38)

(𝑚 ≥ 1, 𝑝 > 𝑛 ) ñëiäó¹

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

𝛼
𝐻2,1

2,3

[︃
|𝑦|
⃒⃒⃒⃒

(1− 1
𝛼 ,

1
𝛼), (0, 1)

(0, 1), (1− 1
𝛼 ,

1
𝛼), (0, 1)

]︃

=
𝐻(𝜎𝑦)

𝛼
𝐻1,1

1,2

[︃
|𝑦|
⃒⃒⃒⃒

(1− 1
𝛼 ,

1
𝛼)

(1− 1
𝛼 ,

1
𝛼), (0, 1)

]︃
. (3.39)
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Ïðèéìåìî äî óâàãè íàñòóïíó âëàñòèâiñòü H -ôóíêöié Ôîêñà

𝐻𝑚,𝑛
𝑝,𝑞

⎡⎣𝑦 ⃒⃒⃒ (𝑎𝑝, 𝐴𝑝)

(𝑏𝑞, 𝐵𝑞)

⎤⎦=
𝜒

𝑦𝜆𝜒
𝐻𝑚,𝑛

𝑝,𝑞

⎡⎣𝑦𝜒 ⃒⃒⃒ (𝑎𝑝 + 𝜆𝜒𝐴𝑝, 𝜒𝐴𝑝)

(𝑏𝑞 + 𝜆𝜒𝐵𝑞, 𝜒𝐵𝑞)

⎤⎦ (3.40)

(𝜒 > 0,−∞ < 𝜆 < ∞ ). Ïîêëàâøè 𝜒 = 𝛼 i 𝜆 = 1/𝛼 − 1 , ðiâíÿííÿ (3.39)

çâåäåòüñÿ äî âèãëÿäó

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

|𝑦|1−𝛼
𝐻1,1

1,2

⎡⎣|𝑦|𝛼 ⃒⃒⃒ (0, 1)

(0, 1), (1− 𝛼, 𝛼)

⎤⎦. (3.41)

Ïîìi÷à¹ìî, ùî îñòàííÿ H -ôóíêöiÿ ÿâëÿ¹òüñÿ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà 𝐸𝛼,𝛽(𝑧) [311,313,314], à ñàìå

𝐻1,1
1,2

⎡⎣−𝑧 ⃒⃒⃒ (0, 1)

(0, 1), (1− 𝛽, 𝛼)

⎤⎦= 𝐸𝛼,𝛽(𝑧) (3.42)

(𝛼, 𝛽 > 0 ). Òàêèì ÷èíîì, ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi â äàííîìó âèïàäêó

ñïðîùó¹òüñÿ äî âèãëÿäó

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

|𝑦|1−𝛼
𝐸𝛼,𝛼(−|𝑦|𝛼). (3.43)

Çðó÷íiñòü öüîãî ðåçóëüòàòó ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

äóæå äîáðå âèâ÷åíà. Çîêðåìà, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ó

âèãëÿäi ðÿäó 𝐸𝛼,𝛽(𝑧) =
∑︀∞

𝑛=0 𝑧
𝑛/Γ(𝛼𝑛+ 𝛽) , îòðèìó¹ìî

𝒫(𝑦) =
𝐻(𝜎𝑦)

|𝑦|1−𝛼
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛|𝑦|𝛼𝑛

Γ[𝛼(𝑛+ 1)]
. (3.44)

Âiäìiòèìî, ùî ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi (3.43) ïðè 𝛼 = 1/2 ìîæå áóòè

çâåäåíà äî äóæå ïðîñòî¨ ôîðìè. Äëÿ öüîãî âðàõó¹ìî âiäîìó ôîðìóëó

𝐸𝛼,𝛼(−|𝑦|𝛼) = −|𝑦|1−𝛼 𝑑

𝑑|𝑦|
𝐸𝛼,1(−|𝑦|𝛼). (3.45)
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Öå ñïiââiäíîøåííÿ ñëiäó¹ áåçïîñåðåäíüî iç ïðåäñòàâëåííÿ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà ó âèãëÿäi ðÿäó. Äàëi íà îñíîâi âiäîìîãî ðåçóëüòàòó [313] 𝐸1/2,1(−𝑧) =

𝑒𝑧
2

erfc(𝑧) , äå erfc(𝑧) = (2/
√
𝜋)
∫︀∞
𝑧 𝑑𝑥𝑒−𝑥

2

� äîäàòêîâà ôóíêöiÿ ïîìèëîê, ðiâíÿ-

ííÿ (3.43) ïðè 𝛼 = 1/2 ïðèéìà¹ ïðîñòó ôîðìó

𝒫(𝑦) = 𝐻(𝜎𝑦)

[︃
1√︀
𝜋|𝑦|
− 𝑒|𝑦|erfc

(︀√︀
|𝑦|
)︀]︃
. (3.46)

Ãðàôiê öi¹¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ïîêàçàíèé íà ðèñóíêó 3.1.

3.1.4. Представлення у виглядi степеневого ряду

Äëÿ ïîâíîòè äîñëiäæåííÿ àëüòåðíàòèâíèõ ôîðì ãðàíè÷íî¨ çíàéäåìî òàêîæ

¨¨ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó. Ó çâ'ÿçêó iç øâèäêîþ çáiæíiñòþ

òàêå ïîäàííÿ âèÿâëÿ¹òüñÿ îñîáëèâî çðó÷íèì äëÿ ÷èñëîâîãî çíàõîäæåííÿ ãóñòè-

íè 𝒫(𝑦) . Âèõiäíèì ïóíêòîì áóäå âèêîðèñòàííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi

â òåðìiíàõ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà 𝒫(𝑦) = (2𝜋𝑖)−1
∫︀ 𝑐+∞
𝑐−𝑖∞ 𝑑𝜂𝑆(𝜂) , äå

𝑆(𝜂) = Γ(1− 𝛼𝜂)
sin[𝜑(𝑦)𝜂]

sin(𝜋𝜂)
|𝑦|𝛼𝜂−1 (3.47)

(äèâ. ðiâíÿííÿ (3.21)).

Äëÿ çíàõîäæåííÿ öüîãî iíòåãðàëó ìè çàìêíåìî êîíòóð iíòåãðóâàííÿ ïiâ-

êîëîì 𝐶𝑅 iç ðàäióñîì 𝑅 , ÿêå ëåæèòü â ïðàâié íàïiâïëîùiíi äëÿ êîìïëåêñíî¨

çìiííî¨ 𝜂 . Ââàæà¹ìî, ùî öå ïiâêîëî íå ïåðåòèíà¹ æîäíó òî÷êó ñèíãóëÿðíî-

ñòi 𝑆(𝜂) . Òîäi, ñïðÿìîâóþ÷è ðàäióñ 𝑅 äî íåñêií÷åííîñòi, íà îñíîâi ôîðìóëè

Ñòiðëiíãà äëÿ ãàììà-ôóíêöi¨ [309] ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàë ïî êîíòóðó 𝐶𝑅

áóäå ïðÿìóâàòè äî íóëÿ. À çíà÷èòü çãiäíî ç òåîðåìîþ ïðî ëèøêè (äèâ., íàïðè-

êëàä, [315]), ìè ìà¹ìî 𝒫(𝑦) = −
∑︀

𝑗 Res(𝑆, 𝜂𝑗) , äå Res(𝑆, 𝜂𝑗) îçíà÷à¹ ëèøîê

𝑆(𝜂) ïðè 𝜂 = 𝜂𝑗 , à ñóìà áåðåòüñÿ ïî âñiì ïîëþñàì ôóíêöi¨ 𝑆(𝜂) âñåðåäèíi

êîíòóðó 𝐿 . Çíàê �− � ïåðåä ñóìîþ âèíèêà¹ ÷åðåç íàïðÿìîê êîíòóðó 𝐿 .

Çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (3.47) ïîëþñè 𝑆(𝜂) ÿâëÿþòüñÿ íàñëiäêîì ïðîñòèõ ïî-
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ëþñiâ 𝜂𝑛 = 𝑛/𝛼 (𝑛 ≥ 1 ) ãàììà-ôóíêöi¨ Γ(1 − 𝛼𝜂) i ïðîñòèõ ïîëþñiâ 𝜂𝑚 = 𝑚

(𝑚 ≥ 1 ) ôóíêöi¨ 1/ sin(𝜋𝜂) . ßêùî ïàðàìåòð 𝛼 áóäå iððàöiîíàëüíèì, òî ìíîæè-

íè ïîëþñiâ {𝜂𝑛} òà {𝜂𝑚} íå ïåðåòèíàþòüñÿ, à çíà÷èòü âñi ïîëþñè 𝑆(𝜂) òàêîæ

áóäóòü ïðîñòèìè. Â òîé æå ÷àñ, ÿêùî 𝛼 � ðàöiîíàëüíå ÷èñëî, òî äåÿêi (àáî âñi

ïðè 𝛼 = 1 ) ïîëþñè iç ìíîæèíè {𝜂𝑛} áóäóòü ñïiâïàäàòè ç äåÿêèìè (àáî âñiìà)

ïîëþñàìè iç ìíîæèíè {𝜂𝑚} . À çíà÷èòü â òàêèõ òî÷êàõ ñïiâïàäàííÿ ôóíêöiÿ

𝑆(𝜂) áóäå ìàòè ïîëþñè äðóãîãî ïîðÿäêó. ×åðåç öþ âiäìiííiñòü äëÿ iððàöiî-

íàëüíèõ òà ðàöiîíàëüíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó 𝛼 , ìè ðîçãëÿíåìî äàíi ñèòóàöi¨

îêðåìî.

Iррацiональнi значення 𝛼

Ó äàííîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿ-

äi 𝒫(𝑦) = −
∑︀∞

𝑛=1 Res(𝑆, 𝑛/𝛼) −
∑︀∞

𝑚=1 Res(𝑆,𝑚) . Òàêèì ÷èíîì, ïðèéìàþ÷è

äî óâàãè ôîðìóëè Γ(1 − 𝛼𝜂)|𝜂=𝑛/𝛼+𝜉 ∼ (−1)𝑛/[𝛼Γ(𝑛)𝜉] òà 1/ sin(𝜋𝜂)|𝜂=𝑚+𝜉 ∼

(−1)𝑚/(𝜋𝜉) ïðè 𝜉 → 0 , à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó âiäîáðàæåííÿ Åé-

ëåðà Γ(1− 𝛼𝑚) = 𝜋/[Γ(𝛼𝑚) sin(𝜋𝛼𝑚)] , ìè çíàõîäèìî ñòåïåíåâèé ðÿä

𝒫(𝑦) =
1

𝛼

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 sin[𝜑(𝑦)𝑛/𝛼]

Γ(𝑛) sin(𝜋𝑛/𝛼)
|𝑦|𝑛−1

+
∞∑︁

𝑚=1

(−1)𝑚−1 sin[𝜑(𝑦)𝑚]

Γ(𝛼𝑚) sin(𝜋𝛼𝑚)
|𝑦|𝛼𝑚−1. (3.48)

Рацiональнi значення 𝛼

ßêùî õâîñòîâèé ïàðàìåòð 𝛼 áóäå ðàöiîíàëüíèì ÷èñëîì, òîáòî äà¹òüñÿ íå-

ñêîðîòíèì äðîáîì 𝛼 = 𝑙/𝑝 , äå 𝑙 ≥ 1 i 𝑝 ≥ 1 � íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêi çàäîâîëü-

íÿþòü óìîâó 𝑙 ≤ 2𝑝 , òî ïðîñòi ïîëþñè Γ(1 − 𝑝𝜂/𝑙) ç ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè

𝑛 = 𝑙𝑘 (𝑘 = 1,∞ ) i ïðîñòi ïîëþñè 1/ sin(𝜋𝜂) ç íîìåðàìè 𝑚 = 𝑝𝑘 ñïiâïàäàþòü.

À òîìó ôóíêöiÿ 𝑆(𝜂) ïðè 𝜂 = 𝑝𝑘 áóäå ìàòè ïîëþñè äðóãîãî ïîðÿäêó. Âèõîäÿ÷è
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iç öüîãî, çðó÷íî ïðåäñòàâèòè ãðàíè÷íó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ó ôîðìi

𝒫(𝑦) = −
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛 ̸=𝑙,2𝑙,...)

Res(𝑆, 𝑝𝑛/𝑙)−
∞∑︁

𝑚=1
(𝑚 ̸=𝑝,2𝑝,...)

Res(𝑆,𝑚)

−
∞∑︁
𝑘=1

Res(𝑆, 𝑝𝑘), (3.49)

äå îñòàííÿ ñóìà âêëþ÷à¹ â ñåáå ëèøêè 𝑆(𝑘) â ïîëþñàõ äðóãîãî ïîðÿäêó. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ïðèâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè äëÿ ïðîñòèõ ïîëþñiâ 𝑆(𝜂) i àñèìïòî-

òè÷íó ôîðìóëó [309], ïðè 𝜉 → 0 çíàõîäèìî

Γ(1− 𝑙𝜂/𝑝)|𝜂=𝑝𝑘+𝜉 ∼ (−1)𝑙𝑘(𝑝/𝑙)[𝜉−1 − (𝑙/𝑝)𝜓(𝑙𝑘)]/Γ(𝑙𝑘), (3.50)

äå 𝜓(𝑥) = 𝑑 ln Γ(𝑥)/𝑑𝑥 � äiãàììà-ôóíêöiÿ. ßê íàñëiäîê, iç âèðàçó (3.49) îòðè-

ìà¹ìî ðÿä

𝒫(𝑦) =
𝑝

𝑙

∞∑︁
𝑛=1

(𝑛 ̸=𝑙,2𝑙,...)

(−1)𝑛−1 sin[𝜑(𝑦)𝑝𝑛/𝑙]

Γ(𝑛) sin(𝜋𝑝𝑛/𝑙)
|𝑦|𝑛−1

+
∞∑︁

𝑚=1
(𝑚 ̸=𝑝,2𝑝,...)

(−1)𝑚−1 sin[𝜑(𝑦)𝑚]

Γ(𝑙𝑚/𝑝) sin(𝜋𝑙𝑚/𝑝)
|𝑦|𝑙𝑚/𝑝−1

+
1

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

(−1)𝑝𝑘+𝑙𝑘

Γ(𝑙𝑘)

(︁
[𝜓(𝑙𝑘)− ln |𝑦|] sin[𝜑(𝑦)𝑝𝑘]

− 𝑝
𝑙
𝜑(𝑦) cos[𝜑(𝑦)𝑝𝑘]

)︁
|𝑦|𝑙𝑘−1. (3.51)

Çàóâàæèìî, ÿêùî 𝛼 ∈ (0, 1) i 𝛼+ ̸= 𝛼− , òî ôóíêöiÿ 𝜑(𝑦) äà¹òüñÿ ðiâ-

íÿííÿì (3.10). Â öüîìó âèïàäêó âèðàçè (3.48) i (3.51) çâîäÿòüñÿ äî (3.44),

à çíà÷èòü i äî (3.43), iíøèìè ñëîâàìè âèðàæàþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨

Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. ßêùî 𝛼 ∈ (1, 2) i 𝛼+ ̸= 𝛼− , òî 𝒫(𝑦) òàêîæ ìîæå áó-

òè âèðàæåíà â òåðìiíàõ ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Ñïðàâäi, âèêîðèñòîâóþ-

÷è îçíà÷åííÿ (3.12), à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ
∑︀∞

𝑛=0(±1)𝑛|𝑦|𝑛/𝑛! = 𝑒±|𝑦| òà
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∑︀∞
𝑛=1 |𝑦|𝛼𝑛/Γ(𝛼𝑛) = 𝐸𝛼,0(|𝑦|𝛼) = |𝑦|𝛼𝐸𝛼,𝛼(|𝑦|𝛼) , ðiâíÿííÿ (3.48) i (3.51) ëåãêî

ïðèâåñòè äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó

𝒫(𝑦) = 𝐻(𝜎𝑦)

(︂
𝑒|𝑦|

𝛼
− |𝑦|𝛼−1𝐸𝛼,𝛼(|𝑦|𝛼)

)︂
+𝐻(−𝜎𝑦)

𝑒−|𝑦|

𝛼
. (3.52)

Âiäìiòèìî, ùî ó çâ'ÿçêó iç òèì, ùî çíàìåííèêè îòðèìàíèõ ðÿäiâ ìiñòÿòü

ãàììà-ôóíêöi¨, âîíè áóäóòü øâèäêî çáiãàòèñÿ, à òîìó ¹ çðó÷íèìè äëÿ ÷èñëî-

âèõ ðîçðàõóíêiâ. Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó íà ñóòò¹âó âiäìiííiñòü â ðîçêëàäàõ

(3.48) i (3.51), à ñàìå � ïåðøèé ðÿä ìiñòèòü òiëüêè ñòåïåíåâi ôóíêöi¨, ó òîé ÷àñ

ÿê äðóãèé i ëîãàðèôìi÷íó.

3.2. Поведiнка граничних розподiлiв при малих та великих зна-

ченнях масштабованої змiнної

Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ |𝑦| ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìî-

âiðíîñòi 𝒫(𝑦) ïîâíiñòþ îïèñó¹òüñÿ ðîçêëàäàìè (3.48) i (3.51). Ó òîé ÷àñ, ÿê äëÿ

îïèñó àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè 𝒫(𝑦) ïðè âåëèêèõ |𝑦| , çðó÷íî âèêîðèñòîâóâà-

òè ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè ó âèãëÿäi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà (3.23). Ó

âiäïîâiäíîñòi ç ëåìîé Âàòñîíà [315] àñèìïòîòèêà 𝒫(𝑦) ïðè |𝑦| → ∞ áóäå çà-

äàâàòèñÿ ðîçêëàäîì ôóíêöi¨ sin[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼/(1 + 2 cos[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼) ïðè 𝑥→∞ .

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç [316]

sin[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼

1 + 2 cos[𝜑(𝑦)]𝑥𝛼 + 𝑥2𝛼
=

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 sin[𝜑(𝑦)𝑛]𝑥𝛼𝑛 (3.53)

( |𝑥| < 1 ) i âiäîìèé iíòåãðàë [305]∫︁ ∞
0

𝑑𝑥𝑒−|𝑦|𝑥𝑥𝛼𝑛 =
Γ(1 + 𝛼𝑛)

|𝑦|1+𝛼𝑛
, (3.54)
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iç ðiâíÿííÿ (3.23) ïðè |𝑦| → ∞ ìà¹ìî àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä

𝒫(𝑦) ∼ 1

𝜋

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1 sin[𝜑(𝑦)𝑛]
Γ(1 + 𝛼𝑛)

|𝑦|1+𝛼𝑛
. (3.55)

Äàëi äëÿ çðó÷íîñòi äëÿ ÷îòèðüîõ âèäiëåíèõ âèùå âèïàäêiâ ãóñòèíè éìîâið-

íîñòi 𝒫(𝑦) ìè ïðèâåäåìî ¨¨ àñèìïòîòèêó ïðè |𝑦| → 0 i |𝑦| → ∞ iç óðàõóâàííÿì

ëèøå ãîëîâíèõ ÷ëåíiâ.

1) 𝛼 ∈ (0,1), 𝛼+ ̸= 𝛼−

Ó äàííîìó âèïàäêó äâîçíà÷íà ôóíêöiÿ 𝜑(𝑦) äà¹òüñÿ âèðàçîì (3.10), òàêîæ

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦<0 = 0 , à òîìó ðiâíÿííÿ (3.44) i (3.55) ïðèâîäÿòü âiäïîâiäíî äî âèðàçiâ

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦>0 ∼
1

Γ(𝛼)

1

|𝑦|1−𝛼
(3.56)

ïðè |𝑦| → 0 òà

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦>0 ∼
1

𝜋
sin(𝜋𝛼)Γ(1 + 𝛼)

1

|𝑦|1+𝛼
(3.57)

|𝑦| → ∞ .

2) 𝛼 ∈ (1,2), 𝛼+ ̸= 𝛼−, 𝑙1 = 0 .

Çà öèõ óìîâ ôóíêöiÿ 𝜑(𝑦) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (3.12), i ç óðàõóâàííÿì òîãî

ôàêòó, ùî 𝒫(𝑦)|𝜎𝑦<0 = 𝑒−|𝑦|/𝛼 , iç ðiâíÿíü (3.48), (3.51) i (3.55) ìè çíàõîäèìî

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦>0 ∼
1

𝛼
− 1

Γ(𝛼)
|𝑦|𝛼−1 (3.58)

ïðè |𝑦| → 0 òà

𝒫(𝑦)|𝜎𝑦>0 ∼ −
1

𝜋
sin(𝜋𝛼)Γ(1 + 𝛼)

1

|𝑦|1+𝛼
(3.59)

ïðè |𝑦| → ∞ .
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3) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (0,1), 𝑢+ ̸= 𝑢−

Ó öüîìó ðàçi, âèêîðèñòîâóþ÷è (3.18), íåâàæêî îòðèìàòè ôîðìóëó

𝒫(𝑦) ∼ 1 + sgn(𝜖𝑦)|𝜖|
2Γ(𝛼)

√︀
𝜖2 + (1− 𝜖2) cos2(𝜋𝛼/2)

1

|𝑦|1−𝛼
(3.60)

ïðè |𝑦| → 0 òà

𝒫(𝑦) ∼ [1 + sgn(𝜖𝑦)|𝜖|] sin(𝜋𝛼)Γ(1 + 𝛼)

2𝜋
√︀
𝜖2 + (1− 𝜖2) cos2(𝜋𝛼/2)

1

|𝑦|1+𝛼
(3.61)

ïðè |𝑦| → ∞ . Òóò, íà âiäìiíó âiä ïåðøîãî âèïàäêó, ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìî-

âiðíîñòi ¹ äâîñòîðîííüîþ i ìà¹ ëiâèé òà ïðàâèé õâiñò ç îäíàêîâèì õâîñòîâèì

ïàðàìåòðîì 𝛼 .

4) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (1,2), 𝑢+ ̸= 𝑢−, 𝑙1 = 0

I, íàðåøòi, ó öié ñèòóàöi¨, çíîâó ïðèéìàþ÷è äî óâàãè âèðàç (3.18), ìà¹ìî

𝒫(𝑦) ∼ 𝒫(0)− 1 + sgn(𝜖𝑦)|𝜖|
2Γ(𝛼)

√︀
𝜖2 + (1− 𝜖2) cos2(𝜋𝛼/2)

|𝑦|𝛼−1 (3.62)

ïðè |𝑦| → 0 òà

𝒫(𝑦) ∼ − [1 + sgn(𝜖𝑦)|𝜖|] sin(𝜋𝛼)Γ(1 + 𝛼)

2𝜋
√︀
𝜖2 + (1− 𝜖2) cos2(𝜋𝛼/2)

1

|𝑦|1+𝛼
(3.63)

ïðè |𝑦| → ∞ .

Âiäìiòèìî, ùî ïðè 𝜖 = 0 âèðàçè (3.60)�(3.63) âiäïîâiäàþòü òàêîæ i ñèìå-

òðè÷íèì áëóêàííÿì. ßê âèäíî iç îòðèìàíèõ ôîðìóë, ó âñiõ ÷îòèðüîõ ïðèâå-

äåíèõ âèùå âèïàäêàõ ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ïðè |𝑦| → ∞ áóäå

õàðàêòåðèçóâàòèñÿ âàæêèìè õâîñòàìè ç òèì æå õâîñòîâèì ïàðàìåòðîì 𝛼 , ùî i

ìiíiìàëüíèé õâîñòîâèé iíäåêñ äëÿ ðîçïîäiëó 𝑤(𝜉) âåëè÷èíè ñòðèáêà. Çíà÷èòü

äëÿ öèõ ôóíêöié ìîìåíò äðóãîãî ïîðÿäêó íå iñíó¹ ïðè 𝛼 ∈ (0, 2] , à ìîìåíò

ïåðøîãî ïîðÿäêó íå iñíó¹, ÿêùî 𝛼 ∈ (0, 1] . Òàêèì ÷èíîì, äèñïåðñiÿ ïîëîæåííÿ

𝑌 (𝑡) â öèõ âèïàäêàõ äiéñíî ¹ íåñêií÷åííîþ ïðè áóäü-ÿêèõ 𝑡 .
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3.3. Асимптотична поведiнка густин ймовiрностi оригiнального

положення випадкових блукань у режимi рiдкiсних флук-

туацiй

Ñèòóàöi¨ îäíî- àáî äâîñòîðîííiõ åêñïîíåíöiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ãðàíè÷íèõ

ãóñòèí éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) öiêàâi òèì, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó äëÿ íèõ

íå ìîæíà êîðåêòíî ïåðåéòè äî îðèãiíàëüíî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ó âiä-

ïîâiäíîñòi iç ñïiââiäíîøåííÿì 𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑎(𝑡)𝒫 [𝑎(𝑡)𝑥] . Ïðè÷èíîþ öüîãî ¹ òå,

ùî ó ãðàíèöi 𝑡 → ∞ âêëàä â âèðàçi (2.17), iç ÿêîãî ìè îòðèìó¹ìî 𝒫(𝑦) , ðî-

áëÿòü ãîëîâíi ÷ëåíè ðîçêëàäó 1 − 𝑤𝑘 , ùî ¹ àíàëiòè÷íèìè òà íå âiäîáðàæà-

þòü ôàêò âàæêèõ õâîñòiâ 𝑤(𝜉) . Çàçíà÷åíèé ïåðåõiä âiä 𝒫(𝑦) äî 𝑃 (𝑥, 𝑡) áó-

äå ñïðàâåäëèâèì òiëüêè â öåíòðàëüíié îáëàñòi ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè 𝑥 , äëÿ

ÿêî¨ |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] . À îñü õàðàêòåð ïîâåäiíêè õâîñòiâ 𝑃 (𝑥, 𝑡) (ÿêi ìàþòü áó-

òè òàêèìè, ùîá äèñïåðñiÿ 𝑋(𝑡) ÿâëÿëàñü íåñêií÷åííîþ ïðè áóäü-ÿêèõ 𝑡 ) ïðè

|𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] íàì íåîáõiäíî çíàéòè äîäàòêîâî, âðàõóâàâøè íàñòóïíi íåàíà-

ëiòè÷íi ÷ëåíè ðîçêëàäó 1−𝑤𝑘 . Ïðè öüîìó ïiäêðåñëèìî, ùî â iíøèõ ñèòóàöiÿõ,

êîëè õâîñòè 𝒫(𝑦) ¹ âàæêèìè, îïèñàíèé ïåðåõiä âiä 𝒫(𝑦) äî 𝑃 (𝑥, 𝑡) ¹ êîðå-

êòíèì, îñêiëüêè âêëàä âàæêèõ õâîñòiâ 𝑤(𝜉) âðàõîâàíî.

Áóäåìî âèõîäèòè ç âèðàçó (2.17), iç ÿêîãî ñëiäó¹, ùî ïðè 𝑡 → ∞ i 𝑥 ̸= 0

ìà¹ ìiñöå ôîðìóëà

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑉 (𝑡) + 1− 𝑤𝑘
. (3.64)

Îäíàê òåïåð íàñ áóäå öiêàâèòè íå ìàñøòàáîâàíèé ïåâíèì ÷èíîì ãðàíè÷íèé ðîç-

ïîäië, ùî ÿâíèì ÷èíîì íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, à àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà 𝑃 (𝑥, 𝑡)

ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó òà |𝑥| → ∞ . Çãiäíî iç ðåçóëüòàòàìè ïiäðîçäiëó

2.2, ìè ìà¹ìî ÷îòèðè âèïàäêè åêñïîíåíöiàëüíî¨ ïîâåäiíêè ãðàíè÷íèõ ðîçïîäi-

ëiâ 𝒫(𝑦) , îïèøåìî íèæ÷å îêðåìî êîæåí iç íèõ.
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1) 𝑙1 ̸= 0, 𝛼 ∈ (1,2)

Ó äàíîìó âèïàäêó ïðè 𝑘 → 0 î÷åâèäíî ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà àñèìïòîòèêà

1− 𝑤𝑘 ∼ −𝑖𝑙1𝑘 + 𝑞
[︁
1− 𝑖 𝛽 tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁
sgn(𝑘)

]︁
|𝑘|𝛼, (3.65)

äå âåëè÷èíà 𝑞 äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (2.29), à ïàðàìåòð

𝛽 =
𝑢+𝛿𝛼𝛼+

− 𝑢−𝛿𝛼𝛼−

𝑢+𝛿𝛼𝛼+
+ 𝑢−𝛿𝛼𝛼−

. (3.66)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ðiâíÿííÿ (3.65) â (3.64) i ðîáëÿ÷è çàìiíó çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ

𝑘|𝑥| = 𝜅 , îòðèìà¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅

|𝑥|
𝑒−𝑖𝑘

′sgn(𝑥)

{︂
1− 𝑖 𝑙1

|𝑥|𝑉 (𝑡)
𝜅

+
𝑞

|𝑥|𝛼𝑉 (𝑡)

[︁
1− 𝑖 𝛽 sgn(𝜅) tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
|𝜅|𝛼

}︂−1

(3.67)

Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî ïðè |𝑥|𝑉 (𝑡)→∞ (òîáòî |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] , öå âèïëè-

âà¹ iç óìîâè 𝑎(𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)/|𝑙1| ) ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ{︂
1− 𝑖 𝑙1

|𝑥|𝑉 (𝑡)
𝜅+

𝑞

|𝑥|𝛼𝑉 (𝑡)

[︁
1− 𝑖 𝛽 sgn(𝜅) tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
|𝜅|𝛼

}︂−1

∼ exp

{︂
𝑖

𝑙1
|𝑥|𝑉 (𝑡)

𝜅− 𝑞

|𝑥|𝛼𝑉 (𝑡)

[︁
1− 𝑖 𝛽 sgn(𝜅) tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
|𝜅|𝛼

}︂
.

(3.68)

Îòæå, ó ðåæèìi |𝑥|𝑉 (𝑡)→∞ ïiñëÿ çâîðîòíüî¨ çàìiíè 𝜅 = 𝑘|𝑥| îäåðæó¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥 exp

{︂
𝑖
𝑙1
𝑉 (𝑡)

𝑘

− 𝑞

𝑉 (𝑡)

[︁
1− 𝑖 𝛽 sgn(𝑘) tan

(︁𝜋𝛼
2

)︁]︁
|𝑘|𝛼
}︂
. (3.69)

Âiäìi÷à¹ìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà â ôîðìóëi (3.69) � öå íå ùî iíøå, ÿê ñòàí-

äàðòíå ïðåäñòàâëåííÿ 𝛼 -ñòiéêîãî ðîçïîäiëó Ëåâi ó âèãëÿäi îáåðíåíîãî ïåðå-
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òâîðåííÿ Ôóð'¹. Íàãàäà¹ìî, ùî âií çàäà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

[105,202,204]

Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐) = exp {𝑖𝜇𝑘 − 𝑐[1− 𝑖 𝛽 sgn(𝑘)𝜔(𝑘, 𝛼)]|𝑘|𝛼} , (3.70)

äå

𝜔(𝑘, 𝛼) =

⎧⎨⎩tan
(︀
𝜋𝛼
2

)︀
, 𝛼 ̸= 1,

− 2
𝜋 ln |𝑘|, 𝛼 = 1.

(3.71)

Òóò 𝛼 ∈ (0, 2] � ïàðàìåòð ñòiéêîñòi, 𝛽 ∈ [−1, 1] � ïàðàìåòð àñèìåòði¨, 𝜇 �

ïàðàìåòð ëîêàëiçàöi¨ (ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â âèïàäêó 𝛼 ∈ (1, 2] ), 𝑐 � ìàñøòàáóþ-

÷èé ïàðàìåòð. À çíà÷èòü ó äàíîìó âèïàäêó â ðåæèìi |𝑥|𝑉 (𝑡)→∞ îòðèìó¹ìî

ãóñòèíó éìîâiðíîñòi Ëåâi

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘 𝑒−𝑖𝑘𝑥 Ψstable

[︂
𝑘;𝛼, 𝛽,

𝑙1
𝑉 (𝑡)

,
𝑞

𝑉 (𝑡)

]︂
. (3.72)

ßê i íåîáõiäíî öÿ ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ìà¹ âàæêi õâîñòè iç õâîñòîâèì ïà-

ðàìåòðîì 𝛼 : 𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝐴±𝑎
−𝛼(𝑡)/|𝑥|1+𝛼 ïðè |𝑥| → ∞ ç ïàðàìåòðàìè 𝐴± > 0 ,

ùî çàäàþòüñÿ õâîñòàìè 𝑤(𝜉) . Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî ïðè äàíèõ çíà÷åííÿõ 𝛼 i 𝑙1

ãðàíè÷íà ãóñòèíà 𝒫(𝑦) áóäå îäíîñòîðîííüîþ (ôîðìóëà (2.22)), à îñü ó ðåæèìi

|𝑥|𝑉 (𝑡)→∞ iç (3.72) ñëiäó¹ [202], ùî îäíîñòîðîííiñòü ñïîñòåðiãà¹òüñÿ òiëüêè çà

óìîâè 𝛼+ ̸= 𝛼− , ÿêùî æ 𝛼+ = 𝛼− , òî ìà¹ìî äâîñòîðîííié ðîçïîäië. Ïðîòå öå íå

ñóïåðå÷èòü ïîïåðåäíiì ðåçóëüòàòàì, îñêiëüêè ãðàíè÷íà ãóñòèíà 𝒫(𝑦) çíàéäå-

íà ñàìå äëÿ ïåâíèì ÷èíîì ìàñøòàáîâàíî¨ êîîðäèíàòè 𝑌 (𝑡) . I ïðè ïåðåõîäi äî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ìè îòðèìó¹ìî êîðåêòíå âiäîáðàæåííÿ ðîçïîäiëó ó öåíòðàëüíié ÷àñòèíi

|𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] íà ïiââiñi, äå 𝒫(𝑦) ̸= 0 . Äåòàëüíî çóïèíÿòèñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ

ãóñòèíè (3.72) ìè íå áóäåìî, îñêiëüêè 𝛼 -ñòiéêèé ðîçïîäië Ëåâi � îäèí iç ÷èñëà

íàéôóíäàìåíòàëüíiøèõ çàêîíiâ â òåîði¨ éìîâiðíîñòåé òà òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ

ïðîöåñiâ, à òîìó ïðåêðàñíî äîñëiäæåíèé â âåëè÷åçíié êiëüêîñòi ëiòåðàòóðè.

Çàóâàæèìî, ùî òî÷íî òàêèì æå ÷èíîì ìîæíà îòðèìàòè ôîðìóëó (3.72) (iç
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𝜇 = 0 ) i äëÿ âèïàäêiâ, êîëè ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ìàþòü âàæêi

õâîñòè, òîáòî ïðè 𝛼 ∈ (0, 1) , 𝛼 ∈ (1, 2) iç 𝑙1 = 0 òà 𝛼 = 1 iç 𝜌 = 0 . Ïðîòå íå-

âàæêî âïåâíèòèñÿ, ùî äëÿ âàæêèõ ãiëîê (3.72) ãîëîâíèé ÷ëåí àñèìïòîòèêè áóäå

òàêèé æå, ÿê i äëÿ ôóíêöi¨ 𝑎(𝑡)𝒫 [𝑎(𝑡)𝑥] . À çíà÷èòü ïåðåõiä âiä 𝑃 (𝑦) äî 𝑃 (𝑥, 𝑡)

¹ ñïðàâåäëèâèì ÿê äëÿ öåíòðàëüíî¨ îáëàñòi, òàê i äëÿ ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié.

2) 𝜌 ̸= 0, 𝛼 = 1

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî âèïàäîê 𝛼 = 1 iç 𝜌 ̸= 0 çà óìîâè |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)]

òàêîæ çâîäèòüñÿ äî ðîçïîäiëó (3.72). Çãiäíî iç ïiäðîçäiëîì 2.2.4 ó öüîìó âèïàäêó

ç óðàõóâàííÿì äâîõ ÷ëåíiâ ðîçêëàäó ïðè 𝑘 → 0 àñèìïòîòèêà 1 − 𝑤𝑘 äà¹òüñÿ

âèðàçîì

1− 𝑤𝑘 ∼ 𝑞

[︂
1 + 𝑖

2

𝜋
𝛽sgn(𝑘) ln |𝑘|

]︂
|𝑘|. (3.73)

ßê i â ïîïåðåäíié ñèòóàöi¨, ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëó (3.65) â (3.64), ïiñëÿ çàìiíè

çìiííî¨ 𝑘|𝑥| = 𝜅 ìà¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅

|𝑥|
𝑒−𝑖𝜅sgn(𝑥)

{︂
1 + 𝑞

[︂
1 + 𝑖

2

𝜋
𝛽 sgn(𝜅)

×
(︂

ln |𝜅|
|𝑥|𝑉 (𝑡)

− 1

|𝑥|𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥|

)︂]︂
|𝜅|
}︂−1

. (3.74)

Áóäåìî ðîçãëÿäàòè ðåæèì |𝑥|𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥| → ∞ . Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

öå åêâiâàëåíòíî óìîâi |𝑥|𝑉 (𝑡)/ ln[1/𝑉 (𝑡)] → ∞ , à òîìó (îñêiëüêè ôóíêöiÿ

𝑎(𝑡) ∼ |𝜌|−1𝑉 (𝑡)/ ln[1/𝑉 (𝑡)] ) ìè çíîâó àíàëiçó¹ìî ïîâåäiíêó 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè |𝑥| ≫

𝑂[1/𝑎(𝑡)] . Ó äàíîìó ðåæèìi ìà¹ìî íàñòóïíå àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

{︂
1 + 𝑞

[︂
1 + 𝑖(2/𝜋)𝛽 sgn(𝜅)

(︂
ln |𝜅|
|𝑥|𝑉 (𝑡)

− 1

|𝑥|𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥|

)︂]︂
|𝜅|
}︂−1

∼ exp

{︂
−𝑞
[︂
1 + 𝑖

2

𝜋
𝛽 sgn(𝜅)

(︂
ln |𝜅|
|𝑥|𝑉 (𝑡)

− 1

|𝑥|𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥|

)︂]︂
|𝜅|
}︂
. (3.75)
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Òàêèì ÷èíîì, ïiñëÿ çâîðîòíüî¨ çàìiíè 𝜅 = 𝑘|𝑥| îòðèìó¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥 exp

{︂
− 𝑞

𝑉 (𝑡)

[︂
1 + 𝑖

2

𝜋
𝛽 sgn(𝑘) ln |𝑘|

]︂
|𝑘|
}︂
. (3.76)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è âèðàç (3.76) iç ôîðìóëàìè (3.70) i (3.71) ëåãêî ïîáà÷èòè,

ùî i â äðóãîìó âèïàäêó äëÿ îáëàñòi |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] ìà¹ìî 𝛼 -ñòiéêèé ðîçïîäië

Ëåâi

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘 𝑒−𝑖𝑘𝑥 Ψstable

[︂
𝑘; 1, 𝛽, 0,

𝑞

𝑉 (𝑡)

]︂
. (3.77)

ßê i ïîòðiáíî öåé ðåçóëüòàò äà¹ àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó õâîñòiâ 𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼

𝐴±𝑎
−1(𝑡)/|𝑥|2 ïðè |𝑥| → ∞ ç çàëåæíèìè âiä õâîñòiâ 𝑤(𝜉) äîäàòíiìè ïàðà-

ìåòðàìè 𝐴± . I, çíîâó æ òàêè, ïðè 𝛼+ = 𝛼− , íà âiäìiíó âiä ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè

𝒫(𝑦) , iç âèðàçó (3.77) ñëiäó¹ äâîñòîðîíié ðîçïîäië 𝑃 (𝑥, 𝑡) .

3) 𝑙1 = 0, 𝛼 = 2

Äëÿ öüîãî âèïàäêó àñèìïòîòèêà 1− 𝑤𝑘 ïðè 𝑘 → 0 ìà¹ âèãëÿä

1− 𝑤𝑘 ∼ ̃︀𝑢𝑘2 ln
1

|𝑘|
(3.78)

äå ̃︀𝑢 = (𝑢+ + 𝑢−)/2 . Ïiäñòàâèìî öåé âèðàç â ôîðìóëó (3.64) i çíîâó çðîáèìî

çàìiíó 𝑘|𝑥| = 𝜅 , òîäi

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅

|𝑥|
𝑒−𝑖𝜅sgn(𝑥)

{︂
1 + ̃︀𝑢(︂ 1

𝑥2𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥|
− ln |𝜅|
𝑥2𝑉 (𝑡)

)︂
𝜅2

}︂−1

. (3.79)

Ðîçãëÿäàòèìåìî îñòàííié âèðàç ó ðåæèìi 𝑥2𝑉 (𝑡)/ ln |𝑥| → ∞ , ùî åêâi-

âàëåíòíî íàñòóïíié óìîâi 𝑥2𝑉 (𝑡)/ ln[1/𝑉 (𝑡)] → ∞ . Âðàõîâóþ÷è, ùî â öüîìó

âèïàäêó ôóíêöiÿ 𝑎(𝑡) ∼
√︀

2𝑉 (𝑡)/
√︀̃︀𝑢 ln[1/𝑉 (𝑡)] ), òî, ÿê i íåîáõiäíî, ìè äîñëi-

äæó¹ìî õàðàêòåð ïîâåäiíêè 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] . Îäíàê òóò âèíèêà¹

äóæå âàæëèâèé íþàíñ. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè 𝛼 = 2 𝛼 -ñòiéêèé ðîç-

ïîäië Ëåâi çâîäèòüñÿ äî íîðìàëüíîãî ðîçïîäiëó (òiëüêè ç âiäìiííèì âiä êëàñè-
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÷íîãî ìàñøòàáóâàííÿì). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî äëÿ 𝛼 = 2 ôîðìóëà (3.71) íå

âêëþ÷à¹ â ñåáå ëîãàðèôìi÷íèé ìíîæíèê iç ôîðìóëè (3.78), òîáòî íå âðàõîâó¹

âàæêi õâîñòè 𝑤(𝜉) .

Îòæå, ó öié ñèòóàöi¨ ïîâåäiíêà 𝑃 (𝑥, 𝑡) â çàäàíîìó ðåæèìi íå áóäå îïèñóâà-

òèñÿ ðîçïîäiëîì Ëåâi. À òîìó íàì íå âäàñòüñÿ îòðèìàòè íåîáõiäíó àñèìïòîòèêó

ðîçïîäiëó 𝑃 (𝑥, 𝑡) äiþ÷è òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i ðàíiøå. Âèõîäÿ÷è iç ñêàçàíîãî,

ìè áóäåìî øóêàòè àñèìïòîòèêó 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] ó âèãëÿäi êîðåêöi¨

äî ïîïåðåäíüî îòðèìàíîãî åêñïîíåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó, ùî ìà¹ ìiñöå ó ðåæèìi

|𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] (ôîðìóëà (2.57)). Ïðè öüîìó íàãîëîñèìî, ùî öå áóäå íå íîðìî-

âàíà ïåâíèì ÷èíîì ãðàíè÷íà ãóñòèíà, à àïðîêñèìàöiÿ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíîãî

ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà.

Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïðè 𝑘 → 0 áiëüø òî÷íèé ðîçêëàä 1 − 𝑤𝑘 ç óðàõó-

âàííÿì ÷ëåíó äðóãîãî ïîðÿäêó äà¹òüñÿ âèðàçîì (öåé ðåçóëüòàò ñëiäó¹ iç ðîáî-

òè [317])

1− 𝑤𝑘 ∼ −̃︀𝑢 ln |𝑘|𝑘2 − [𝜗1 − 𝑖sgn(𝑘)𝜗2]𝑘
2 + 𝑜(𝑘2). (3.80)

Òóò 𝜗1 = [𝑢+ ln(𝐶+
√
𝑢+) + 𝑢− ln(𝐶−

√
𝑢−)]/2 , 𝜗2 = 𝜋(𝑢+ − 𝑢−)/4 , à êîíñòàíòè

𝐶± çíàõîäÿòüñÿ iç ðiâíîñòi

𝐶± = exp

{︃
𝛾 − 3

2
−
∫︁ √𝑢±

0

𝑑𝜉 𝑤(±𝜉) 𝜉
2

𝑢±
−
∫︁ ∞
√
𝑢±

𝑑𝜉

[︂
𝑤(±𝜉) 𝜉

2

𝑢±
− 1

𝜉

]︂}︃
(3.81)

(𝛾 ≈ 0.57721... � ïîñòiéíà Åéëåðà-Ìàñêåðîíi). ßê ìè áà÷èìî, ïðè âðàõóâàííi

÷ëåíó äðóãîãî ïîðÿäêó ðîëü ãðàþòü íå òiëüêè õâîñòè 𝑤(𝜉) , à é ïîâåäiíêà 𝑤(𝜉)

íà âñié âiñi 𝜉 .

Òàêèì ÷èíîâ, âçÿâøè äî óâàãè âèðàç (3.80), çàìiñòü ôîðìóëè (3.79) ìè

áóäåìî äîñëiäæóâàòè ïîâåäiíêó âèðàçó

𝑃 (𝑥, 𝑡)∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅

|𝑥|
𝑒−𝑖 𝜅sgn(𝑥)

{︂
1 +

̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|) + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2 − ̃︀𝑢 ln |𝜅|

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂−1

,

(3.82)
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äå ìè ââåëè 𝜃 = 𝑒−𝜗1/̃︀𝑢 . Âðàõó¹ìî òîé ôàêò, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó 𝜅 ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ {︂
1 +

̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|) + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2 − ̃︀𝑢 ln |𝜅|

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂−1

=

[︁(︁
1− ̃︀𝑢 ln |𝜅|

𝑉 (𝑡)𝑥2𝜅
2
)︁

+ ̃︀𝑢 ln |𝜅|
𝑉 (𝑡)𝑥2𝜅

2
]︁ [︁

1 +𝑂
(︁

ln(𝜃|𝑥|)
𝑉 2(𝑡)𝑥4

)︁]︁
[︁
1 + ̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2
]︁ [︁

1 + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2
]︁ [︁

1− ̃︀𝑢 ln |𝜅|
𝑉 (𝑡)𝑥2𝜅2

]︁
∼ 1[︁

1 + ̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)
𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2

]︁ [︁
1 + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2
]︁ +

̃︀𝑢 ln |𝜅|
𝑉 (𝑡)𝑥2

𝜅2 exp

{︂
−̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂
.

(3.83)

Òóò ìè âèêîðèñòàëè ôîðìóëó 1/(1 + 𝜀) ∼ 𝑒−𝜀 ïðè 𝜀→ 0 i çíåõòóâàëè ÷ëåíàìè

ïîðÿäêó 𝑂
(︁

1
𝑉 (𝑡)𝑥2

)︁
.

Äàëi, ïiäñòàâëÿþ÷è ðiâíÿííÿ (3.83) â (3.82), ïiñëÿ ñïðîùåíü âñòàíîâëþ¹ìî,

ùî ðîçïîäië ÷àñòèíîê â çàäàíîìó ðåæèìi àïðîêñèìó¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ 𝛽𝑡
𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉
cos(𝛽𝑡𝑥𝜉)− 𝑏𝜉2 sin(𝛽𝑡𝑥𝜉)

(1 + 𝜉2)(1 + 𝑏2𝜉4)

+
𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢

𝜋𝑉 (𝑡)

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 cos(𝛽𝑡𝑥𝜉) ln(𝛽𝑡|𝑥|𝜉)𝜉2𝑒−𝜉
2

, (3.84)

äå ìè ïîêëàëè

𝛽𝑡 =

√︃
𝑉 (𝑡)̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

, (3.85)

òà

𝑏 =
𝜗2̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

. (3.86)

Â äîäàòêó À ïîêàçàíî, ùî ïðè |𝑥| → ∞ õâîñòè ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡)
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áóäóòü âàæêèìè

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ ̃︀𝑢[2 + sgn(𝑥)𝜖]

𝑉 (𝑡)

1

|𝑥|3
, (3.87)

äå, íàãàäà¹ìî, ïàðàìåòðè ̃︀𝑢 = 𝑢++𝑢−
2 òà 𝜖 = 𝑢+−𝑢−

𝑢++𝑢−
. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òèïîâèõ

ôëóêòóàöié ó öåíòðàëüíié îáëàñòi |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] iç ïðîâåäåíèõ ó äîäàòêó À

ðîçðàõóíêiâ ñëiäó¹, ùî ïðè 𝑡→∞ àñèìïòîòè÷íà ó ÷àñi ïîâåäiíêà (3.84) ïðÿìó¹

äî íåîáõiäíî¨ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) = 1
2𝑒
−|𝑦| , ÿêó ìè îòðèìàëè â

ïiäðîçäiëi 2.2.5.

4) 𝑙1 ̸= 0, 𝛼 = 2

Ó ðàçi, ÿêùî 𝛼 = 2 i ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó 𝑤(𝜉) íåíóëüîâèé, ìåòîä

îòðèìàííÿ íåîáõiäíèõ õâîñòiâ 𝑃 (𝑥, 𝑡) áóäå òàêèì æå, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âè-

ïàäêó. Àñèìïòîòèêà 1− 𝑤𝑘 ïðè 𝑘 → 0 äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

1− 𝑤𝑘 ∼ −𝑖𝑙1𝑘 − ̃︀𝑢 ln |𝑘|𝑘2 − [𝜗1 − 𝑖sgn(𝑘)𝜗2]𝑘
2 + 𝑜(𝑘2), (3.88)

à òîìó

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅

|𝑥|
𝑒−𝑖 𝜅sgn(𝑥)

{︂
1− 𝑖𝑙1

𝑉 (𝑡)|𝑥|
𝜅

+
̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|) + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2 − ̃︀𝑢 ln |𝜅|

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂−1

. (3.89)

Äàëi, àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåí-

íÿ 1/(1 + 𝜀) ∼ 𝑒−𝜀 ( 𝜀 → 0 ) i íåõòóþ÷è ÷ëåíàìè ïîðÿäêó 𝑂
(︁

1
𝑉 2(𝑡)𝑥2

)︁
, ïðè

ôiêñîâàíîìó 𝜅 ìà¹ìî
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{︂
1− 𝑖𝑙1

𝑉 (𝑡)|𝑥|
𝜅+

̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|) + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2 − ̃︀𝑢 ln |𝜅|

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂−1

∼
exp

{︁
𝑖 𝑙1

𝑉 (𝑡)|𝑥|𝜅
}︁

[︁
1 + ̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2
]︁[︁

1 + 𝑖 sgn(𝜅)𝜗2

𝑉 (𝑡)𝑥2 𝜅2
]︁

+
̃︀𝑢 ln |𝜅|
𝑉 (𝑡)𝑥2

𝜅2 exp

{︂
𝑖𝑙1

𝑉 (𝑡)|𝑥|
𝜅− ̃︀𝑢 ln(𝜃|𝑥|)

𝑉 (𝑡)𝑥2
𝜅2

}︂
. (3.90)

Iç öüîãî ñëiäó¹, ùî ó ðåæèìi |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] ïîâåäiíêà 𝑃 (𝑥, 𝑡) íàáëèæåíî

îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ 𝛽𝑡
𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉
cos[𝛽𝑡(𝑥− 𝑥)𝜉]− 𝑏𝜉2 sin[𝛽𝑡(𝑥− 𝑥)𝜉]

(1 + 𝜉2)(1 + 𝑏2𝜉4)

+
𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢

𝜋𝑉 (𝑡)

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 cos[𝛽𝑡(𝑥− 𝑥)𝜉] ln(𝛽𝑡|𝑥|𝜉)𝜉2𝑒−𝜉
2

, (3.91)

äå 𝑥 = 𝑙1/𝑉 (𝑡) � ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ (ãîëîâíà éîãî ÷àñòèíà) ïîëîæåííÿ 𝑋(𝑡)

áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè. ßê ìè áà÷èìî, öÿ ôîðìóëà ñïiâïàäà¹ ç ïîïåðåäíiì âèïàä-

êîì (3.84), ëèøå ç òi¹þ ðiçíèöåþ, ùî ìà¹ ìiñöå çñóâ êîîðäèíàòè 𝑥 íà âåëè÷èíó

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ïðè |𝑥| → ∞ îòðèìó¹ìî âàæêi õâîñòè

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ ̃︀𝑢(2 + sgn[𝑥− 𝑙1/𝑉 (𝑡)]𝜖)

𝑉 (𝑡)

1

|𝑥− 𝑙1/𝑉 (𝑡)|3
. (3.92)

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî â óñiõ âèïàäêàõ, êîëè ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi

𝑃 (𝑦) ¹ åêñïîíåíöiàëüíîþ, òèì íå ìåíø õâîñòè 𝑃 (𝑥, 𝑡) íàñïðàâäi ¹ âàæêèìè i

ïðîïîðöiéíi ôóíêöi¨ 1/|𝑥|1+𝛼 . Íåùîäàâíî ñõîæèé äî âèïàäêó 3 i 4 ïiäõiä áóëî

çàñòîñîâàíî äëÿ îïèñàííÿ äèñïåðñi¨ ÷àñòèíîê òà àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîç-

ïîäiëó äâîâèìiðíîãî ãàçó Ëîðåíöà ç íåñêií÷åííèì ãîðèçîíòîì [317]. À ñàìå, íà

ôiçè÷íî ðåëåâàíòíèõ ìàñøòàáàõ ÷àñó îòðèìàíî êîðåêöiþ äî íîðìàëüíîãî ðîç-

ïîäiëó, ùî ìà¹ ïîòðiáíi âàæêi õâîñòè iç iíäåêñîì 𝛼 = 2 . Äî òîãî æ âiäìiòèìî,

ùî iñíóâàííÿ ïîäiáíèõ äâîõ ìàñøòàáóþ÷èõ ðåæèìiâ äëÿ ðîçïîäiëiâ ÷àñòèíîê

ãðà¹ âàæëèâó ðîëü ïðè îïèñàííi òèïîâèõ òà ðiäêiñòíèõ ôëóêòóàöié äëÿ ñóïåð-

äèôèçiéíèõ áëóêàíü Ëåâi [229]. Çîêðåìà, òàêi ìîäåëi çàñòîñîâóþòüñÿ äëÿ îïèñà-
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ííÿ ïðîöåñiâ Ñiçiôîâîãî ëàçåðíîãî îõîëîäæåííÿ â îïòè÷íèõ ðåøiòêàõ [228,230].

Îêðiì öüîãî, áiñêàëÿðíi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà ìàþòü ìi-

ñöå ïðè äîñëiäæåííi ðiçíîìàíiòíèõ ïðîöåñiâ òèïó âiäíîâëåííÿ [231].

3.4. Знаходження асимптотичних у часi розв’язкiв для надпо-

вiльних польотiв Левi з використанням центральної грани-

чної теореми

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïîêàæåìî äåùî iíøå âèâåäåííÿ àñèìïòîòè÷íîãî

ó ÷àñi âèðàçó äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) , à çíà÷èòü i ñïîñiá çíàõîä-

æåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè 𝒫(𝑦) , îñêiëüêè âîíè ïîâ'ÿçàíi âèðàçîì 𝒫(𝑦) =

lim𝑡→∞ 𝑎
−1(𝑡)𝑃 [𝑦/𝑎(𝑡), 𝑡] . Öåé ïiäõiä ïðîäåìîíñòðó¹ çâ'ÿçîê îòðèìàíèõ ðåçóëü-

òàòiâ iç óçàãàëüíåíîþ öåíòðàëüíîþ ãðàíè÷íîþ òåîðåìîþ. Iç ïîïåðåäíiõ ðîçðà-

õóíêiâ âiäîìî, ùî ïðè 𝑡→∞

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
𝑒−𝑖𝑘𝑥

𝑉 (𝑡) + ℎ(𝑘)
, (3.93)

äå ìè ïîêëàëè ℎ(𝑘) ∼ 1− 𝑤𝑘 , òîáòî

ℎ(𝑘) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞
[︀
1− 𝑖 𝛽 tan(𝜋𝛼2 )sgn(𝑘)

]︀
|𝑘|𝛼, 𝛼 ∈ (0, 1),

𝑞
[︀
1 + 𝑖 2

𝜋𝛽sgn(𝑘) ln |𝑘|
]︀
|𝑘|, 𝛼 = 1,

−𝑖𝑙1𝑘 + 𝑞
[︀
1− 𝑖 𝛽 tan(𝜋𝛼2 )sgn(𝑘)

]︀
|𝑘|, 𝛼 ∈ (1, 2),

−𝑖𝑙1𝑘 − ̃︀𝑢 ln |𝑘|𝑘2, 𝛼 = 2.

(3.94)

Ñïî÷àòêó ìè îòðèìà¹ìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ðîçïîäiëó 𝑃𝑋𝑛
(𝑥) ïîëîæåííÿ

÷àñòèíêè 𝑋𝑛 =
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜉𝑗 ó ïðèïóùåííi, ùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ 𝑛 → ∞ íå ¹

âèïàäêîâèì i çàëåæíèì âiä ÷àñó çíà÷åííÿì. Ó òàêîìó ðàçi ìîæíà çàñòîñóâàòè

äîáðå âiäîìèé ó òåîði¨ éìîâiðíîñòåé ìåòîä õàðàêòåðèñòè÷íèõ ôóíêöié [105,199,

202, 204], ÿêèé ¹ îäíèì iç íàéáiëüø çðó÷íèõ ìåòîäiâ äîâåäåííÿ öåíòðàëüíèõ

ãðàíè÷íèõ òåîðåì.
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Ââåäåìî âèïàäêîâó âåëè÷èíó

𝑍𝑛 =
𝑋𝑛 − 𝐴𝑛𝑛

𝐵𝑛
=

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜉𝑗 − 𝐴𝑛

𝐵𝑛
(3.95)

ç ïåâíèìè çàëåæíèìè âiä çìiííî¨ 𝑛 ïàðàìåòðàìè 𝐴𝑛 i 𝐵𝑛 , ÿêi ìè âêàæåìî

ïiçíiøå. Îñêiëüêè 𝜉𝑗 � îäíàêîâî ðîçïîäiëåíi íåçàëåæíi âèïàäêîâi âåëè÷èíè, òî

Ψ𝑍𝑛
(𝑘) = Ψ∑︀𝑛

𝑗=1(𝜉𝑗−𝐴𝑛)/𝐵𝑛
= Π𝑛

𝑗=1Ψ(𝜉𝑗−𝐴𝑛)/𝐵𝑛
(𝑘)

=
[︁
Ψ 1

𝐵𝑛
𝜉1−𝐴𝑛

𝐵𝑛
(𝑘)
]︁𝑛

=

[︂
𝑒−𝑖 𝑘

𝐴𝑛
𝐵𝑛 Ψ𝜉1

(︂
𝑘

𝐵𝑛

)︂]︂𝑛
(3.96)

Òóò Ψ𝑄(𝑘) � õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ äåÿêî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝑄 . À òàê

ÿê Ψ𝜉1

(︁
𝑘
𝐵𝑛

)︁
= 𝑤 𝑘

𝐵𝑛
, òî ïðè 𝐵𝑛 →∞ iç ôîðìóëè (3.96) ìà¹ìî

Ψ𝑍𝑛
(𝑘) = 𝑒−𝑖 𝑘

𝐴𝑛
𝐵𝑛

𝑛

[︂
1− ℎ

(︂
𝑘

𝐵𝑛

)︂
+ 𝑜

(︂
𝑘

𝐵𝑛

)︂]︂𝑛
. (3.97)

Ñïiâñòàâëÿþ÷è âèðàçè (3.97) i (3.94), ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ïðè íàñòóïíîìó

âèáîði ïàðàìåòðiâ

𝐴𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝛼 ∈ (0, 1),

2
𝜋𝑞𝛽 ln𝑛, 𝛼 = 1,

𝑙1, 𝛼 ∈ (1, 2]

(3.98)

òà

𝐵𝑛 =

⎧⎨⎩𝑛
1/𝛼, 𝛼 ∈ (0, 2),(︀
1
2𝑛 ln𝑛

)︀1/2
, 𝛼 = 2

(3.99)

íà îñíîâi ãðàíèöi lim𝑛→∞
(︀
1− 𝜀

𝑛

)︀𝑛 → 𝑒−𝜀 ìè îòðèìà¹ìî

Ψ𝑍𝑛
(𝑘)→

⎧⎨⎩exp {−𝑞 [1− 𝑖 𝛽sgn(𝑘)𝜔(𝑘, 𝛼)] |𝑘|𝛼} , 𝛼 ∈ (0, 2),

exp
{︀
−̃︀𝑢𝑘2

}︀
, 𝛼 = 2.

(3.100)
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Áà÷èìî, ùî ïðàâà ÷àñòèíà â îñòàííié ôîðìóëi � öå õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíê-

öiÿ 𝛼 -ñòiéêîãî ðîçïîäiëó Ëåâi (äèâ. âèðàçè (3.70) i (3.71)), òîáòî Ψ𝑍𝑛
(𝑘) →

Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 0, 𝑐) ïðè 𝑛 → ∞ iç ïàðàìåòðîì 𝑐 = 𝑞 äëÿ 𝛼 ∈ (0, 2) òà 𝑐 = ̃︀𝑢
äëÿ 𝛼 = 2 .

Çà òåîðåìîþ íåïåðåðâíîñòi Ëåâi [105, 199, 202] iç çáiæíîñòi õàðàêòåðèñòè-

÷íèõ ôóíêöié Ψ𝑄𝑛
(𝑘) → Ψ𝑄(𝑘) ñëiäó¹ çáiæíiñòü ïî ðîçïîäiëó âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí 𝑄𝑛
𝑑−→ 𝑄 ïðè 𝑛 → ∞ . Òàêèì ÷èíîì, âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòi 𝑃𝑋𝑛
(𝑥) ïðè 𝑧 = 𝑥−𝐴𝑛𝑛

𝐵𝑛
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü 𝑃𝑋𝑛

(𝑥) = 𝑃𝑍𝑛
(𝑧)𝑧′𝑥 =

1
𝐵𝑛
𝑃𝑍𝑛

(︁
𝑥−𝐴𝑛𝑛
𝐵𝑛

)︁
, îòðèìó¹ìî

𝑃𝑋𝑛
(𝑥)→ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘

𝐵𝑛
𝑒−𝑖𝑘

𝑥−𝐴𝑛𝑛
𝐵𝑛 Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 0, 𝑐) (3.101)

(𝑛→∞ ). Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè 𝜅 = 𝑘/𝐵𝑛 ó âèïàäêó 𝛼 ∈ (0, 2) çíàõîäèìî

𝑃𝑋𝑛
(𝑥)→ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞
𝑑𝜅 𝑒−𝑖𝜅𝑥Ψstable(𝜅;𝛼, 𝛽, 𝑛𝜇, 𝑛𝑞)

=
1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞
𝑑𝜅 𝑒−𝑖𝜅𝑥 exp {𝑖𝑛𝜇𝜅− 𝑛𝑞 [1− 𝑖𝛽sgn(𝑘)𝜔(𝑘, 𝛼)] |𝜅|𝛼} ,

(3.102)

äå 𝜇 = 0 ïðè 𝛼 ∈ (0, 1] òà 𝜇 = 𝑙1 ïðè 𝛼 ∈ (1, 2) . À äëÿ âèïàäêó 𝛼 = 2 ìà¹ìî

𝑃𝑋𝑛
(𝑥) → 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝜅 𝑒−𝑖𝜅𝑥Ψstable (𝜅; 2, 𝛽, 𝑛𝑙1, ̃︀𝑢𝑛 ln𝑛/2)

=
1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞
𝑑𝜅 𝑒−𝑖𝜅𝑥 exp

{︀
𝑖𝑛𝑙1𝜅− (̃︀𝑢/2)𝑛 ln𝑛𝜅2

}︀
=

1√
2𝜋̃︀𝑢𝑛 ln𝑛

exp

{︂
−(𝑥− 𝑛𝑙1)2

2̃︀𝑢𝑛 ln𝑛

}︂
. (3.103)

Iç ôîðìóë (3.102) i (3.103) ìè áà÷èìî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑋𝑛 ìà¹ 𝛼 -ñòiéêèé

ðîçïîäië Ëåâi (ùî çâîäèòüñÿ äî íîðìàëüíîãî ïðè 𝛼 = 2 ).

Äàëi ìè ïðèéìà¹ìî äî óâàãè, ùî íàñ öiêàâèòü ðîçïîäië 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïîëîæå-

ííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡) =
∑︀𝑁(𝑡)

𝑗=1 𝜉𝑗 ïðè 𝑡 → ∞ çà óìîâè, ùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ
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𝑁(𝑡) çà ÷àñ 𝑡 ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçïî-

äiëó 𝑋(𝑡) íàì íåîáõiäíî óñåðåäíèòè ðîçïîäië 𝑋𝑛 (ôîðìóëè (3.102) i (3.103))

âiäíîñíî âèïàäêîâîãî ÷èñëà ñòðèáêiâ. Òîáòî ìà¹ìî 𝑃 (𝑥, 𝑡) = ⟨𝑃𝑋𝑛
(𝑥)⟩𝑁(𝑡) , äå

⟨·⟩𝑁(𝑡) � óñåðåäíåííÿ âiäïîâiäíî¨ ãóñòèíè ïî ðåàëiçàöiÿì ïðîöåññó 𝑁(𝑡) . Îòæå,

äëÿ âñòàíîâëåííÿ âèðàçó äëÿ 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïîòðiáíî çíàòè ðîçïîäië 𝑁(𝑡) .

Íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî ãóñòèíà éìîâiðíîñòi Λ(𝑛, 𝑡) òîãî, ùî çà ÷àñ 𝑡 âiä-

áóäåòüñÿ 𝑛 ñòðèáêiâ ìîæå áóòè îïèñàíà ðiâíÿííÿì Ìîíòðîëëà-Âåécñà. Àíàëî-

ãi÷íî äî ôîðìóëè (2.1), öå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

Λ𝑘𝑠 =
1− 𝑝𝑠

𝑠(1− 𝑝𝑠𝜒𝑘)
. (3.104)

Òóò ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çàñòîñîâó¹òüñÿ äî çìiííî¨ 𝑛 i ââåäåíî õàðàêòåðèñòè÷íó

ôóíêöiþ 𝜒𝑘 =
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜂𝑒

𝑖𝑘𝜂𝜒(𝜂) . Â ôîðìóëi (3.104) ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝜒(𝜂) ¹

àíàëîãîì 𝑤(𝜉) òà ÿâëÿ¹òüñÿ ðîçïîäiëîì âåëè÷èíè, íà ÿêó çáiëüøó¹òüñÿ çíà÷åí-

íÿ 𝑁(𝑡) íà êîæíîìó êðîöi ïðîöåñó. Î÷åâèäíî, ùî çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi ñòðèáêiâ

çàâæäè éäå ç êðîêîì 1, à òîìó 𝜒(𝜂) = 𝛿(𝜂 − 1) .

Òåïåð íàñ áóäå öiêàâèòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà (3.104) ïðè

𝑡→∞ . Äiþ÷è òàêèì æå ÷èíîì, ÿê i â ðîçäiëi 1.3, ìîæíà âñòàíîâèòè, ùî

Λ(𝑛, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘𝑒−𝑖𝑘𝑥
1

𝑉 (𝑡)− 𝑖𝑘
= 𝑉 (𝑡)𝑒−𝑛𝑉 (𝑡) (3.105)

ïðè 𝑡→∞ . Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (3.105) i (3.102), äëÿ 𝛼 ∈ (0, 2) ìè

çíàõîäèìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)

∫︁ ∞
0

𝑑𝑛 𝑒−𝑛𝑉 (𝑡)𝑃𝑋𝑛
(𝑥)

=
𝑉 (𝑡)

2𝜋

∫︁ ∞
−∞
𝑑𝜅

𝑒−𝑖𝜅𝑥

𝑉 (𝑡)− 𝑖𝜇𝜅+ 𝑞 [1− 𝑖𝛽sgn(𝑘)𝜔(𝑘, 𝛼)] |𝜅|𝛼
(3.106)

ïðè 𝑡 → ∞ . Òåïåð, äèâëÿ÷èñü íà îñòàííþ ôîðìóëó i âèðàç (3.94), ìè áà÷èìî,

ùî ôîðìóëà (3.106) ñïiâïàäà¹ ç (3.93), òîáòî ìè äiéñíî îòðèìàëè òîé æå àñèì-
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ïòîòè÷íèé ó ÷àñi âèðàç äëÿ 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ùî i â ïiäðîçäiëi 2.2, çàñòîñîâóþ÷è ïðè

öüîìó iíøèé ïiäõiä.

Ïåðåéäåìî äî âèïàäêó 𝛼 = 2 . Iç äðóãîãî ðÿäêó ðiâíÿííÿ (3.103) ïiñëÿ

çàìiíè çìiííî¨ 𝑉 (𝑡)𝑛 = ̃︀𝑛 òà âðàõóâàííÿ, ùî 𝑉 (𝑡)→ 0 ïðè 𝑡→∞ , îäåðæó¹ìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼
∫︁ ∞

0

𝑑̃︀𝑛 𝑒−̃︀𝑛𝑃𝑋̃︀𝑛/𝑉 (𝑡)
(𝑥)

∼ 1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞
𝑑𝜅

𝑒−𝑖𝜅𝑥

1− 𝑖 𝑙1
𝑉 (𝑡)𝜅+ ̃︀𝑢 ln[1/𝑉 (𝑡)]

2𝑉 (𝑡) 𝜅2
. (3.107)

Iç îñòàííüî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹, ùî ó öåíòðàëüíié ÷àñòèíi |𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] ïðè

𝑙1 ̸= 0 ìè îòðèìó¹ìî ãóñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 𝐻(𝑙1𝑥)𝑎(𝑡)𝑒−𝑎(𝑡)|𝑥| iç 𝑎(𝑡) ∼
𝑉 (𝑡)
|𝑙1| ; à ïðè 𝑙1 = 0 ãóñòèíó 𝑃 (𝑥, 𝑡) ∼ 1

2𝑎(𝑡)𝑒−𝑎(𝑡)|𝑥| iç 𝑎(𝑡) ∼ 2
√︁

𝑉 (𝑡)
(𝑢++𝑢−) ln[1/𝑉 (𝑡)] .

ßê ìè áà÷èìî, öi ðåçóëüòàòè òàêîæ ñïiâïàäàþòü iç îòðèìàíèìè â ïiäðîçäiëi 2.2.

Ó òàêèé ñïîñiá ìè ïîêàçàëè àëüòåðíàòèâíèé ñïîñiá îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ

äëÿ äîñëiäæóâàíîãî òèïó âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Öåé ïiäõiä öiêàâèé òèì, ùî äî-

çâîëÿ¹ ïîáà÷èòè çâ'ÿçîê àñèìïòîòè÷íèõ ó ÷àñi ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-

Âåéññà äëÿ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü òà ôóíäàìåíòàëüíèõ ó òåî-

ði¨ éìîâiðíîñòåé óçàãàëüíåíèõ öåíòðàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî

àñèìïòîòè÷íèé ó ÷àñi âèðàç äëÿ ãóñòèíè ðîçïîäiëó ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè 𝑋(𝑡)

¹ íå ÷èì iíøèì, ÿê óñåðåäíåííÿì 𝛼 -ñòiéêîãî ðîçïîäiëó Ëåâi âiäíîñíî âèïàäêî-

âîãî ÷èñëà ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè çà ÷àñ áëóêàííÿ 𝑡 .

3.5. Рiвняння Ланжевена для CTRW-процесу

Ïîêàæèìî, ùî àñèìïòîòî÷íó ïîâåäiíêó ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè

𝑡 → ∞ (à òîìó i îá÷èñëåííÿ 𝒫(𝑦) ) ìîæíà îòðèìàòè, âèõîäÿ÷è iç ïiäõîäó ñó-

áîðäèíàöiéíèõ ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà. Ñëiäóþ÷è ïiäðîçäiëó 1.3.3, äîñëiäæóâàíèé

ïðîöåñ â íåïåðåðâíié ðåàëiçàöi¨ îïèñó¹òüñÿ ñèñòåìîþ ñòîõàñòè÷íèõ ðiâíÿíü

𝑑

𝑑𝜐
𝑋(𝜐) = 𝜉(𝜐),

𝑑

𝑑𝜐
𝑡(𝜐) = 𝜏(𝜐), (3.108)
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äå 𝜐 � îïåðàöiéíié ÷àñ, ùî âiäiãðà¹ ðîëü êiëüêîñòi �êðîêiâ� ïðîöåñó 𝑋(𝑡) . Äëÿ

âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ 𝜂𝜉(𝜐) i 𝜂𝜏(𝜐) , ùî ãåíåðóþòü âàæêèé øóì 𝜉(𝜐) òà íàä-

âàæêèé øóì 𝜏(𝜐) âiäïîâiäíî, iíêðåìåíòè ¹ ñòàöiîíàðíèìè òà íåçàëåæíèìè, à

¨õ ïîõiäíi ïî ÷àñó 𝑑
𝑑𝜐𝜂𝜉(𝜐) = 𝜉(𝜐) i 𝑑

𝑑𝜐𝜂𝜏(𝜐) = 𝜏(𝜐) .

Çãiäíî iç âèçíà÷åííÿì, ãóñòèíà éìîâiðíîñòi äëÿ âèïàäêîâîãî ïðîöåñó 𝑋(𝜐)

çàïèñó¹òüñÿ ÿê

𝑅(𝑥, 𝜐) = ⟨𝛿[𝑥−𝑋(𝜐)]⟩ =
1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘
⟨
𝑒−𝑖𝑘[𝑥−𝑋(𝜐)]

⟩
, (3.109)

à âiäïîâiäíà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ 𝑅𝑘(𝜐) = ℱ{𝑅(𝑥, 𝜐)} = ⟨𝑒−𝑖𝑘𝑋(𝜐)⟩ . Â

òàêîìó ðàçi âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [241,244]), ùî äëÿ ïåðøîãî ðiâíÿííÿ iç ñèñ-

òåìè (3.108) õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi çà íàÿâíîñòi îäíîãî

àääèòèâíîãî çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

𝜕

𝜕𝜐
𝑅𝑘(𝜐) = 𝑅𝑘(𝜐) ln Ψ𝑘 (3.110)

iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 𝑅𝑘(0) = 1 i Ψ𝑘 = ⟨𝑒𝑖𝑘𝜂𝜉(1)⟩� õàðàêòåðèñòè÷íîþ ôóíêöi¹þ

äëÿ ïðîöåñó 𝜂𝜉(1) . Íàïðèêëàä, äëÿ ãàóññîâîãî áiëîãî øóìó Ψ𝑘 = 𝑒−𝐷𝑘2 (𝐷 � ïà-

ðàìåòð iíòåíñèâíîñòi) i ðiâíÿííÿ (3.110) ïðîâîäèòü äî çâè÷àéíîãî äèôóçiéíîãî
𝜕
𝜕𝜐𝑅(𝑥, 𝜐) = 𝐷 𝜕2

𝜕𝑥2𝑅(𝑥, 𝜐) .

Iç óçàãàëüíåíî¨ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè ñëiäó¹, ùî ïiñëÿ óñåðåäíåí-

íÿ âàæêó ãóñòèíó 𝑤(𝜉) ìîæíà çàìiíèòè âiäïîâiäíèì 𝛼 -ñòiéêèì ðîçïîäiëîì

Ëåâi, à òîìó Ψ𝑘 = Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐) (äèâ. ôîðìóëè (3.70) òà (3.71)) i îòðèìó-

¹ìî

𝑅𝑘(𝜐) = [Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐)]𝜐 = Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜇𝜐, 𝑐𝜐), (3.111)

à äàëi 𝑅(𝑥, 𝜐) = ℱ−1 {𝑅𝑘(𝜐)} . Ïðè öüîìó â ôîðìóëi (3.111) ïàðàìåòðè õàðàê-

òåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨ Ψstable(𝑘;𝛼, 𝛽, 𝜇, 𝑐) çàäàþòüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ

õâîñòiâ 𝑤(𝜉) ∼ 𝑢±/|𝜉|𝛼± . À ñàìå, ìà¹ìî 𝛼 = min{𝛼±} ; 𝛽 =
𝑢+𝛿𝛼𝛼+−𝑢−𝛿𝛼𝛼−
𝑢+𝛿𝛼𝛼++𝑢−𝛿𝛼𝛼−

;
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𝜇 = 0 , ÿêùî 𝛼 ∈ (0, 1] , i 𝜇 = 𝑙1 , ÿêùî 𝛼 ∈ (1, 2] ; 𝑐 = 𝑞 =
𝜋(𝑢+𝛿𝛼𝛼++𝑢−𝛿𝛼𝛼−)

2Γ(1+𝛼) sin(𝜋𝛼/2) ,

ÿêùî 𝛼 ̸= 2 , i 𝑐 = ̃︀𝑢 = 𝑢++𝑢−
2 , ÿêùî 𝛼 = 2 . Çâiäêè áåðóòüñÿ öi çíà÷åííÿ

ïàðàìåòðiâ ìîæíà çðîçóìiòè, ÿêùî ïîãëÿíóòè íà îòðèìàííÿ ðîçïîäiëó Ëåâi â

ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi 3.4.

Ðîçïîäië 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ùî â ìîìåíò (ôiçè÷íîãî) ÷àñó 𝑡 ïðîöåñ 𝑋(𝑡) = 𝑋[𝑡(𝜐)] =

𝑥 çàäà¹òüñÿ âèðàçîì (äèâ. ïiäðîçäië 1.3.3)

𝑃 (𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜐𝑅(𝑥, 𝜐)𝐺(𝜐, 𝑡), (3.112)

äå 𝐺(𝜐, 𝑡)� ðîçïîäië ïðîöåñó 𝜐(𝑡) . Çâåðíåìî óâàãó, ùî äðóãå ðiâíÿííÿ Ëàíæå-

âåíà â ñèñòåìi (3.108) äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè àñîöiéîâàíå éîìó ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-

Ïëàíêà äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝐹 (𝑡, 𝜐) ïðîöåñó 𝑡(𝜐) . À ãóñòèíó éìîâiðíîñòi

îáåðíåíîãî ïðîöåñó 𝜐(𝑡) çíàéäåìî iç ôîðìóëè

𝐺(𝜐, 𝑡) = − 𝜕

𝜕𝜐
̂︀𝐹 (𝑡, 𝜐) (3.113)

iç ôóíêöi¹þ ðîçïîäiëó ̂︀𝐹 (𝑡, 𝜐) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝑡
′𝐹 (𝑡′, 𝜐) äëÿ ïðîöåñó 𝑡(𝜐) , äå 𝐹 (𝑡, 𝜐)�

âiäïîâiäíà ¨é ãóñòèíà éìîâiðíîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, 𝐹 (𝑡, 𝜐) = ⟨𝛿[𝑡 − 𝑡(𝜐)]⟩ i äëÿ ïðîöåñó 𝑡(𝜐) àíàëîãi÷íî äî

ôîðìóëè (3.110) â ïðîñòîði Ëàïëàñà ìà¹ìî ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà

𝜕

𝜕𝜐
𝐹𝑠(𝜐) = 𝐹𝑠(𝜐) ln Φ𝑠. (3.114)

iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 𝐹𝑠(0) = 1 , à òàêîæ ôóíêöiÿìè 𝐹𝑠(𝜐) = ℒ{𝐹 (𝑡, 𝜐)} =

⟨𝑒−𝑠𝑡(𝜐)⟩ i Φ𝑠 = ⟨𝑒−𝑠𝜂𝜏 (1)⟩ . Çâåðíåìî óâàãó, ùî íà âiäìiíó âiä ðiâíÿííÿ (3.110), â

ðiâíÿííi (3.114) çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîñòið Ëàïëàñà, îñêiëüêè øóì 𝜏(𝜐) ¹

íåâiä'¹ìíèì. Iç ïiäðîçäiëó 2.2 ñëiäó¹, ùî äëÿ íàäâàæêî¨ ãóñòèíè 𝑝(𝜏) ïðè 𝑠→ 0

ñïðàâåäëèâèì ¹ âèðàç 𝑝𝑠 ∼ 1− 𝑉 (1/𝑠) ∼ 𝑒−𝑉 (1/𝑠) , à òîìó ìà¹ìî àïðîêñèìàöiþ

Φ𝑠 ≃ 𝑒−𝑉 (1/𝑠) . Îòæå, iç (3.114) çíàõîäèìî 𝐹𝑠(𝜐) = 𝑒−𝜐𝑉 (1/𝑠) , à çíà÷èòü ̂︀𝐹𝑠(𝜐) =
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𝐹𝑠(𝜐)/𝑠 = 𝑒−𝜐𝑉 (1/𝑠)/𝑠 i ç ôîðìóëè (3.113)

𝐺𝑠(𝜐) =
𝑉 (1/𝑠)

𝑠
𝑒−𝜐𝑉 (1/𝑠), (3.115)

äå 𝐺𝑠(𝜐) = ⟨𝑒−𝑠𝜐(𝑡)⟩ .

Ôóíêöiÿ 𝑒−𝜐𝑉 (𝑡) íàëåæèòü äî êëàñó ôóíêöié, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà

íåñêií÷åííîñòi, òîáòî 𝑒−𝜐𝑉 (𝜆𝑡) ∼ 𝑒−𝜐𝑉 (𝑡) ïðè 𝑡→∞ i áóäü-ÿêîìó 𝜆 > 0 . Ïîêà-

æåìî, ùî öåé ôàêò âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåé 𝑉 (𝑡) . Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì (äèâ.

ïiäðîçäië 2.1) 𝑉 (𝑡) =
∫︀∞
𝑡 𝑑𝑡′𝜚(𝑡′)/𝑑𝑡′ , à òîìó

𝑒−𝜐𝑉 (𝑡)

𝑒−𝜐𝑉 (𝜆𝑡)
= exp

{︂
−𝜐
∫︁ 𝜆𝑡

𝑡

𝑑𝑡′𝜚(𝑡′)/𝑑𝑡′
}︂

= exp {−𝜐𝜚(𝑡*) ln𝜆} , (3.116)

äå òî÷êà 𝑡* ∈ [𝑡, 𝜆𝑡] (íå âòðà÷àþ÷è óçàãàëüíåííÿ, ìîæíà ââàæàòè 𝜆 > 1 ). Ïðè

îòðèìàííi ôîðìóëè (3.116) ìè âèêîðèñòàëè âiäîìó òåîðåìó ïðî ñåðåäí¹ çíà÷åí-

íÿ [318]. Âðàõîâóþ÷è, ùî 𝜚(𝑡)→ 0 ïðè 𝑡→∞ , ìà¹ìî exp {−𝜐𝜚(𝑡*) ln𝜆} → 1 ,

à çíà÷èòü 𝑒−𝜐𝑉 (𝑡) äiéñíî íàëåæèòü äî çàçíà÷åíîãî êëàñó. Îòæå, çàñòîñîâóþ÷è

äî ôîðìóëè (3.115) òàóáåðîâó òåîðåìó Êàðàìàòè (ïðè 𝑠→ 0 ), îòðèìó¹ìî

𝐺(𝜐, 𝑡) ∼ 𝑉 (𝑡)𝑒−𝜐𝑉 (𝑡) (3.117)

ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ 𝑡 . Âiäìi÷à¹ìî, ùî ìè îòðèìàëè òàêèé æå åêñïîíåíöiàëü-

íèé ðîçïîäië, ùî i â ôîðìóëi (3.105), äëÿ îòðèìàííÿ ÿêî¨ ìè âèêîðèñòîâóâàëè

òåîðiþ Ìîíòðîëëà-Âåéññà.

Íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (3.111) òà (3.117) â âèðàç (3.112), âïåâíþ-

¹ìîñÿ, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ãóñòèíà 𝑃 (𝑥, 𝑡) çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè

(3.106) (ïðè 𝛼 ∈ (0, 2) ) òà (3.107) (ïðè 𝛼 = 2 ). Òàêèì ÷èíîì, ìåòîä Ëàíæåâå-

íà ïðèâîäèòü äî òàêèõ æå ðåçóëüòàòiâ ÿê i ïðÿìèé ìåòîä CTRW (ïiäðîçäië 2.2)

òà âèêîðèñòàííÿ óçàãàëüíåíèõ öåíòðàëüíèõ ãðàíè÷íèõ òåîðåì (ïiäðîçäië 3.4).

Íàãîëîñèìî ùå ðàç, ùî îñíîâíà ïåðåâàãà ìåòîäó Ëàíæåâåíà áóäå ïðîÿâëÿ-

òèñÿ, ÿêùî ââåñòè çîâíiøíi ïîëÿ òà ôëóêòóþ÷i âëàñòèâîñòi ñåðåäîâèùà. Âîäíî-
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÷àñ ïðè öüîìó ÷àñòî âèíèêà¹ ñêëàäíà ïðîáëåìà iíòåðïðåòàöi¨ ñóáîðäèíàöiéíèõ

ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà, ÿê ñòîõàñòè÷íîãî ÷èñëåííÿ øóìiâ, òàê i ñàìîãî ïîäàííÿ

ïðîöåñó. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ

𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐹 [𝑥(𝑡), 𝑡] + 𝑔[𝑥(𝑡), 𝑡]𝜉(𝑡), (3.118)

äå 𝐹 [𝑥(𝑡), 𝑡]� âïëèâ çîâíiøíiõ ïîëiâ, à 𝑔[𝑥(𝑡), 𝑡]� ìóëüòèïëiêàòèâíèé ÷ëåí, ùî

õàðàêòåðèçó¹ çàëåæíiñòü øóìó âiä ïðîñòîðîâîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè. Òîäi,

ïiñëÿ ââåäåííÿ îïåðàöiéíîãî ÷àñó 𝜐 , ïîñòà¹ ïðîáëåìà ÿê çàïèñàòè ôóíêöiþ

𝐹 [𝑥(𝑡), 𝑡] . Çîêðåìà, â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ÿêùî 𝐹 [𝑥(𝑡), 𝑡] = 𝐹 (𝑡) , çîâíiøí¹ ïî-

ëå ìîæíà ïîäàòè ÿê 𝐹 (𝜐) ÷è 𝐹 [𝑡(𝜐)] , ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïðèçâåäå äî

îòðèìàííÿ ðiçíèõ ðiâíÿíü Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ 𝑃 (𝑥, 𝑡) . Öå ñêëàäíå çàâäàííÿ

âèðiøåíå ëèøå â ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ [282, 286�290] i ïîòðåáó¹ ñåðéîçíîãî àíà-

ëiçó ôiçè÷íî¨ ñóòi ïðîöåñó.

3.6. Дробове рiвняння для граничних густин ймовiрностi

Ïðè âèâ÷åííi àíîìàëüíèõ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ çíà÷íó óâàãó ïðèäiëÿþòü

¨õ çâ'ÿçêó ç äðîáíèìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi àñèìïòîòè÷íî ñëiäóþòü iç óçàãàëüíåíèõ

îñíîâíèõ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü. Ïðè öüîìó çà÷àñòó äðîáîâi ðiâíÿííÿ âèíèêàþòü ó

çâ'ÿçêó ç ðîçâ'ÿçàííÿì ïðîáëåìè Êîøi äëÿ ïðîñòîðîâî-÷àñîâî¨ àíîìàëüíî¨ äèô-

ôóçi¨ [27,29�32,250] i îòðèìóþòüñÿ ïiñëÿ çàìiíè ñòàíäàðòíî¨ ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨

äðóãîãî ïîðÿäêó ïî ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi íà äðîáîâó ïîõiäíó Ðiññà-Ôåëëåðà

òà ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïî ÷àñó íà äðîáîâó ïîõiäíó Êàïóòî àáî

Ðèìàíà-Ëióâiëëÿ [205,319]. Ïðîâiäíà ðîëü äðîáîâèõ ðiâíÿíü ó äîñëiäæåííi àíî-

ìàëüíèõ ïðîöåñiâ ïåðåíîñó ïiäøòîâõó¹ íàñ ñïðîáóâàòè çíàéòè ïåâíèé òèï äðî-

áîâèõ ñïiââiäíîøåíü äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî êëàñó âèïàäêîâèõ áëóêàíü.

Îñêiëüêè ìè ìà¹ìî ñïðàâó ãîëîâíèì ÷èíîì ç ìàñøòàáîâàíîþ êîîðäèíà-

òîþ ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè, òî i íåîáõiäíå äðîáíå ðiâíÿííÿ ìè áóäåìî øóêàòè

äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) . Âiäîìî, ùî äðîáîâà ïî ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi

ïîõiäíà Ðiññà-Ôåëëåðà 𝑦𝐷
𝛾
𝜃 ïîðÿäêó 𝛾 òà ç êîåôiöi¹íòîì àñèìåòði¨ 𝜃 äà¹òüñÿ
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íàñòóïíèì ÷èíîì (äèâ., íàïðèêëàä, ñòàòòþ [312])

ℱ{𝑦𝐷𝛾
𝜃𝑓(𝑦)} = −𝑒𝑖sgn(𝑘)𝜋𝜃/2|𝑘|𝛾𝑓𝑘, (3.119)

äå 𝛾 ∈ (0, 2] , |𝜃| ≤ min{𝛾, 2 − 𝛾} , i ℱ{𝑓(𝑦)} =
∫︀∞
−∞ 𝑑𝑦𝑒

𝑖𝑘𝑦𝑓(𝑦) = 𝑓𝑘 . Äàëi,

âèêîðèñòîâóþ÷è öå îçíà÷åííÿ òà ðiâíÿííÿ (2.32), îòðèìó¹ìî

ℱ{𝑦𝐷𝛼
−2𝜙/𝜋𝒫(𝑦)} = −𝑒−𝑖sgn(𝑘)𝜙|𝑘|𝛼𝒫𝜅 = −Φ(𝑘)𝒫𝑘. (3.120)

I, íàðåøòi, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ℱ{𝛿(𝑦)} = 1 òà

ℱ{𝒫(𝑦)} =
1

1 + Φ(𝑘)
(3.121)

(öå ñëiäó¹ iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.18)), äðîáîâå ðiâíÿííÿ äëÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè

éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) ìîæå áóòè çàïèñàíå ó íàñòóïíié êîìïàêòíié ôîðìi

𝑦𝐷
𝛼
−2𝜙/𝜋𝒫(𝑦) = 𝒫(𝑦)− 𝛿(𝑦). (3.122)

Çâè÷àéíî, iç ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà ìîæíà îòðèìàòè i àñèìïòîòè÷íå

ðiâíÿííÿ äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (𝑥, 𝑡) , ùî ìiñòèòü äðîáîâó ïî ÷àñó ïîõiäíó.

Îäíàê, ÿêùî ñòåïåíåâi ðîçïîäiëè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ïðèâîäÿòü äî óíiâåðñàëüíî¨

ôîðìè iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà, ùî çàäà¹ äðîáîâó ïîõiäíó, òî äëÿ íàäâàæíèõ

ðîçïîäiëiâ êîæåí îêðåìèé âèïàäîê ìîæå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ ðiçíèì âèãëÿäîì

iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðó, ÿêèé çàëåæàòèìå âiä âèäó éìîâiðíîñòi 𝑉 (𝑡) . Öå ïî-

â'ÿçàíî ç òèì, ùî íàäâàæêi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi íå ìàþòü îáëàñòi ïðèòÿãàííÿ i

äëÿ íèõ íå iñíó¹ ñòiéêèõ ðîçïîäiëiâ.

3.7. Числове моделювання дослiджуваних блукань

3.7.1. Алгоритм числового моделювання

Çíàõîæäåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) çà äîïîìîãîþ ÷èñëîâî-

ãî ìîäåëþâàííÿ ¹ íå çîâñiì ñòàíäàðòíîþ çàäà÷åþ. Öå ñëiäó¹ iç òîãî, ùî 𝒫(𝑦)
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ÿâëÿ¹òüñÿ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝑌 (𝑡) = 𝑎(𝑡)𝑋(𝑡) â ãðàíè-

öi 𝑡 → ∞ . Ó òîé ÷àñ ÿê ïðè ÷èñëîâîìó ìîäåëþâàííi íàì ïîòðiáíî âèçíà÷èòè

ïîâåäiíêó âåëè÷èíè 𝑌 (𝑇 ) = 𝑎(𝑇 )𝑋(𝑇 ) òà ¨¨ ãóñòèíó éìîâiðíîñòi

𝒫𝑇 (𝑦) =
1

𝑎(𝑇 )
𝑃

(︂
𝑦

𝑎(𝑇 )
, 𝑇

)︂
(3.123)

äëÿ äåÿêîãî êiíöåâîãî çíà÷åííÿ 𝑡 = 𝑇 . Ùîá áóòè âïåâíåíèìè, ùî öÿ ãóñòè-

íà éìîâiðíîñòi âiäïîâiäà¹ 𝒫(𝑦) , ÷àñ ìîäåëþâàííÿ (áëóêàííÿ) 𝑇 ïîâèíåí áóòè

äîñèòü âåëèêèì i ïåðåâèùóâàòè ñåðåäíié ÷àñ î÷iêóâàííÿ.

Ó íàøîìó âèïàäêó âñi äðîáîâi ìîìåíòè ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑝(𝜏) íå iñíó-

þòü, à òîìó íåìà é ñêií÷åííîãî õàðàêòåðíîãî ñåðåäíüîãî ÷àñó äëÿ 𝑝(𝜏) . Öå

îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî ñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ 𝑇 çàâæäè iñíó¹ íå ìiçåðíî ìà-

ëà éìîâiðíiñòü ïåðåâèùåííÿ âåëè÷èíè 𝑉 (𝑇 ) =
∫︀∞
𝑇 𝑑𝜏𝑝(𝜏) . Ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ

÷àñó 𝑇 ïîâèííî çàäàâàòèñÿ óìîâîþ 𝑎(𝑇 )≪ 1 àáî, ùî åêâiâàëåíòíî, 𝑉 (𝑇 )≪ 1 .

Òàê ÿê 𝑉 (𝑇 ) � ôóíêöiÿ, ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, òî âîíà äó-

æå ïîâiëüíî ñïàäà¹ ïðè çáiëüøåííi 𝑇 , à çíà÷èòü öåé ÷àñ áëóêàííÿ ïîâèíåí

áóòè äóæå âåëèêèì. Àëå ç iíøî¨ ñòîðîíè âåëèêi çíà÷åííÿ 𝑇 ïðèâîäÿòü äî âå-

ëèêîãî (â ñåðåäíüîìó) ÷èñëà ñòðèáêiâ ÷àñòèíêè 𝑁(𝑇 ) çà ïðîìiæîê (0, 𝑇 ) . Öåé

ôàêò âèïëèâà¹ iç òîãî, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ñåðåäí¹ ÷èñëî ñòðèáêiâ

⟨𝑁(𝑡)⟩ ∼ 1/𝑉 (𝑇 ) , à çíà÷èòü i ÷àñ ÷èñåëüíîãî ðîçðàõóíêó áóäå äóæå âåëèêèì.

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ âèáîðó ïðèéíÿòíîãî ÷àñó áëóêàíü 𝑇 ïîòðiáíî îäíî÷àñíî

âðàõîâóâàòè óìîâó 𝑉 (𝑇 )≪ 1 i àäåêâàòíèé ÷àñ ðîçðàõóíêó.

Îïèøåìî òåïåð ñàìó ïðîöåäóðó ìîäåëþâàííÿ CTRW-ïðîöåñó. Íàãàäà¹ìî,

ùî ÷àñòèíêà ïî÷èíà¹ áëóêàííÿ â ìîìåíò 𝑡 = 0 i ìà¹ ïîçèöiþ 𝑋(0) = 0 . ×åðåç

÷àñ 𝜏1 ÷àñòèíêà ðîáèòü ñòðèáîê äîâæèíîþ 𝜉1 , à òîìó ¨¨ íîâå ïîëîæåííÿ áóäå

𝑋(𝜏1) = 𝜉1 , äàëi ÷åðåç ÷àñ 𝜏2 ÷àñòèíêà çäiéñíèòü ñòðèáîê äîâæèíîþ 𝜉2 i ¨ ¨

ïîëîæåííÿ áóäå 𝑋(𝜏1 + 𝜏2) = 𝜉1 + 𝜉2 i ò.ä. Íåõàé çà ÷àñ áëóêàííÿ 𝑇 ÷àñòèíêà

çäiéñíèòü 𝑁 ñòðèáêiâ, òîáòî
∑︀𝑁

𝑛=1 𝜏𝑛 ≤ 𝑇 i
∑︀𝑁+1

𝑛=1 𝜏𝑛 > 𝑇 , çíà÷èòü â ôiíàëü-

íèé ìîìåíò ÷àñó 𝑇 ¨¨ ïîëîæåííÿ ðiâíå 𝑋(𝑇 ) =
∑︀𝑁(𝑇 )

𝑛=1 𝜉𝑛 . À ïîòiì î÷åâèäíî,

ùî ìàñøòàáîâàíå ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè çàäà¹òüñÿ âåëè÷èíîé 𝑌 (𝑇 ) = 𝑎(𝑇 )𝑋(𝑇 )
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ïðè âiäïîâiäíèõ ôóíêöiÿõ 𝑎(𝑇 ) . Ïîâòîðþþ÷è öþ ïðîöåäóðó áàãàòî ðàçiâ, ìè

ìîæåìî çíàéòè ðîçïîäië ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè ïðè âåëèêèõ çíà-

÷åííÿõ ÷àñó.

Ìíîæèíè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ {𝜏𝑛} òà âåëè÷èí ñòðèáêiâ {𝜉𝑛} ìàþòü, âiäïî-

âiäíî, ãóñòèíè 𝑝(𝜏) i 𝑤(𝜉) , à òîìó âàæëèâî îïèñàòè ìåòîä ¨õ ãåíåðóâàííÿ.

Iñíó¹ áàãàòî òàêèõ ïiäõîäiâ, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ ïðîñòîòîþ òà çðó÷íiñòþ â òîé

÷è iíøié ñèòóàöi¨ [320]. Îäíàê ÷àñòî íàéáiëüø îïòèìàëüíîþ ïðîöåäóðîþ âè-

ÿâëÿ¹òüñÿ ìåòîä iíâåðñi¨, ùî îñîáëèâî çðó÷íèé äëÿ ãåíåðóâàííÿ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí ç äîäàòíüîþ ãóñòèíîþ (òîáòî òàêîþ, ùî íå ìà¹ iíòåðâàëiâ, äå âîíà

ðiâíà íóëþ). Öå ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî â òàêîìó âèïàäêó êóìóëÿòèâíà ôóí-

êöiÿ áóäå ñòðîãî çðîñòàòè, à çíà÷èòü ìàòèìå îáåðíåíó ôóíêöiþ íà âñié îáëà-

ñòi âèçíà÷åííÿ. Â îñíîâi äàíîãî ìåòîäó ëåæèòü òåîðåìà [320], ÿêà ãîâîðèòü,

ùî íåõàé 𝐹 (𝜍) =
∫︀ 𝜍

−∞ 𝑑𝜍
′𝑓(𝜍 ′) � íåïåðåðâíà êóìóëÿòèâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó

i 𝐹−1(𝑈) = inf{𝜉 : 𝐹 (𝜉) = 𝑈, 0 < 𝑈 < 1} � îáåðíåíà äî íå¨ ôóíêöiÿ, òîäi,

ÿêùî 𝑈 � ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíà íà (0, 1) âèïàäêîâà âåëè÷èíà, òî âèïàäêîâà

âåëè÷èíà 𝜉 = 𝐹−1(𝑈) áóäå ìàòè êóìóëÿòèâíó ôóíêöiþ ðîçïîäiëó 𝐹 . Òàêèì

÷èíîì, êîëè ãóñòèíè 𝑝(𝜏) i 𝑤(𝜉) ¹ äîäàòíiìè, òî ¨õ êóìóëÿòèâíi ôóíêöi¨ ðîç-

ïîäiëó 𝐹𝑝(𝜏) =
∫︀ 𝜉

0 𝑑𝜉
′𝑓(𝜉′) i 𝐹𝑤(𝜉) =

∫︀ 𝜉

−∞ 𝑑𝜉
′𝑤(𝜉′) áóäóòü ìàòè îáåðíåíi äî íèõ

ôóíêöi¨, à çíà÷èòü ìè ìîæåìî ãåíåðóâàòè íåîáõiäíi íàì âèïàäêîâi âåëè÷èíè

ìåòîäîì iíâåðñi¨.

Âiäòàê, çãiäíî ç îïèñàíîþ âèùå ïðîöåäóðîþ, ïðåäñòàâèìî íàñòóïíèé àëãî-

ðèòì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ ìàñøòàáîâàíîãî ïîëîæåííÿ áëóêàþ÷î¨ ÷àñòèíêè.

Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâå ïîëîæåííÿ: 𝑋 ← 0

Çàäà¹ìî ïî÷àòêîâèé ÷àñ: 𝑡← 0

Çàäà¹ìî çàãàëüíèé ÷àñ áëóêàíü: 𝑇

REPEAT

Ãåíåðó¹ìî ðiâíîìiðíó íà (0,1) âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝑈

Çíàõîäèìî ÷àñ î÷iêóâàííÿ: 𝜏 ← 𝐹−1
𝑝 (𝑈)

Çíàõîäèìî ïîòî÷íèé ÷àñ áëóêàíü: 𝑡← 𝑡+ 𝜏
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IF 𝑡 ≤ 𝑇

THEN

Ãåíåðó¹ìî ðiâíîìiðíó íà (0,1) âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝑈

Çíàõîäèìî âåëè÷èíó ñòðèáêà: 𝜉 ← 𝐹−1
𝑤 (𝑈)

Çíàõîäèìî ïîòî÷íó ïîçèöiþ: 𝑋 ← 𝑋 + 𝜉

ELSE

Çíàõîäèìî âiäïîâiäíó ìàñøòàáîâàíó ôóíêöiþ 𝑎(𝑇 )

Ïîâåðòà¹ìî ìàñøòàáîâàíå ïîëîæåííÿ 𝑌 = 𝑎(𝑇 )𝑋

UNTIL 𝑡 ≤ 𝑇

Çàçíà÷èìî, ùî çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì ëåãêî ìîäèôiêóâàòè äëÿ ìîäåëþ-

âàííÿ CTRW-ïðîöåñó ó çâ'ÿçàíîìó âèïàäêó, êîëè ìíîæèíè {𝜉𝑛} i {𝜏𝑛} çàëå-

æàòü îäíà âiä îäíî¨, àáî äëÿ ÷èñëîâîãî âèâ÷åííÿ áàãàòîâèìiðíîãî áëóêàííÿ.

3.7.2. Приклади числового моделювання поведiнки граничних

густин ймовiрностi

Ó ÿêîñòi iëþñòðàòèâíîãî ïðèêëàäó ìîäåëþâàííÿ ìè âèêîðèñòà¹ìî íàñòóï-

íó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ÷àñó î÷iêóâàííÿ

𝑝(𝜏) =
𝑣 ln𝑣 𝑔

(𝑔 + 𝜏) ln1+𝑣(𝑔 + 𝜏)
(3.124)

iç ïàðàìåòðàìè 𝑣 > 0 i 𝑔 > 1 . Âèáîð öi¹¨ ãóñòèíè îáóìîâëþ¹òüñÿ òèì, ùî ¨¨

êóìóëÿòèâíà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó 𝐹𝑝(𝜏) =
∫︀ 𝜏

0 𝑑𝜏
′𝑝(𝜏 ′) ëåãêî çíàõîäèòüñÿ

𝐹𝑝(𝜏) = 1− ln𝑣 𝑔

ln𝑣(𝑔 + 𝜏)
, (3.125)

à òîìó îáåðíåíà äî 𝑈 = 𝐹𝑝(𝜏) ôóíêöiÿ äà¹òüñÿ âèðàçîì 𝜏 = 𝑔(1−𝑈)−1/𝑣 − 𝑔 .

Òàêèì ÷èíîì, íà îñíîâi ìåòîäó iíâåðñi¨ âèïàäêîâi âåëè÷èíè iç ãóñòèíîþ (3.124)
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ìîæíà ãåíåðóâàòè çà äîïîìîãîþ ðiâíÿííÿ

𝜏𝑛 = 𝑔(1−𝑈𝑛)−1/𝑣 − 𝑔, (3.126)

äå 𝑛 = 1,∞ i 𝑈𝑛 � ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëåíi íà (0, 1) ÷èñëà. ßê ìè áà÷èìî, ó

öüîìó âèïàäêó ãåíåðàöiÿ íåîáõiäíèõ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ çäiéñíþ¹òüñÿ äóæå ïðî-

ñòî. Äëÿ íàøîãî ìîäåëþâàííÿ ó ÿêîñòi ïàðàìåòðiâ â ñïiââiäíîøåííi (3.124) (à

òîìó i â (3.126)) ìè âèáðàëè 𝑔 = 2, 𝑣 = 2 i çàäàëè ÷àñ 𝑇 = 1015 , iç ÷îãî ñëiäó¹

𝑉 (𝑇 ) ≈ 4 · 10−4 .

Ïðè âèáîði ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑤(𝜉) äëÿ ïðîâåäåííÿ ìîäåëþâàííÿ íàì

òðåáà âðàõîâóâàòè äâi óìîâè. Ïî-ïåðøå, äëÿ ïåðåâiðêè òåîðåòè÷íèõ ðåçóëüòà-

òiâ íàì íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè âñi ïðåäñòàâëåíi ðàíiøå õàðàêòåðíi âèïàäêè. À,

ïî-äðóãå, ãóñòèíà 𝑤(𝜉) ïîâèííà, çíîâó æ, áóòè òàêîþ, ùîá äëÿ ¨¨ êóìóëÿòèâ-

íî¨ ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó 𝐹𝑤(𝜉) =
∫︀ 𝜉

−∞ 𝑑𝜉
′𝑤(𝜉′) ëåãêî çíàõîäèëàñü îáåðíåíà. Öi

óìîâè ïðîñòî çàäîâîëüíèòè, íàïðèêëàä, çàäàâøè íàñòóïíó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi

âåëè÷èíè ñòðèáêà

𝑤(𝜉) =

⎧⎨⎩𝛼−𝑐−𝑏
𝛼−
− /(𝑏− − 𝜉)1+𝛼−, 𝜉 < 0,

𝛼+𝑐+𝑏
𝛼+

+ /(𝑏+ + 𝜉)1+𝛼+, 𝜉 ≥ 0.
(3.127)

Òóò 𝑏± ∈ (0,∞) i 𝑐+ +𝑐− = 1 , äå 𝑐+ òà 𝑐− � éìîâiðíiñòi òîãî, ùî 𝜉 ≥ 0 i 𝜉 < 0

âiäïîâiäíî. Iç ðiâíÿííÿ (3.127) çíàõîäèìî

𝐹𝑤(𝜉) =

⎧⎨⎩ 𝑐−𝑏
𝛼−
− /(𝑏− − 𝜉)𝛼−, 𝜉 < 0,

1− 𝑐+𝑏
𝛼+

+ /(𝑏+ + 𝜉)𝛼+, 𝜉 ≥ 0,
(3.128)

à çíà÷èòü âåëè÷èíè ñòðèáêiâ äàþòüñÿ âèðàçàìè

𝜉𝑛 =

⎧⎨⎩ −𝑏−(𝑐−/𝑈𝑛)1/𝛼− + 𝑏−, 𝑈𝑛 < 𝑐−,

𝑏+[𝑐+/(1− 𝑈𝑛)]1/𝛼+ − 𝑏+, 𝑈𝑛 ≥ 𝑐−.
(3.129)
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Âiäìiòèìî, ùî çàñòîñîâóþ÷è çàïðîïîíîâàíèé âèùå àëãîðèòì ìîäåëþâàííÿ

CTWR äëÿ 𝒩 ÷àñòèíîê, ìè â êîæíîìó âèïàäêó çíàõîäèìî âiäïîâiäíå ïîëîæå-

ííÿ 𝑌 (𝑇 ) , à íåîáõiäíó ãðàíè÷íó ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ïðèáëèçíî ìîæíà çíàéòè

íàñòóïíèì ÷èíîì: 𝒫𝑇 (𝑦) = 𝒩∆𝑦/𝒩 , äå 𝒩∆𝑦 � öå ÷èñëî ÷àñòèíîê iç ïîëîæåííÿì

𝑌 (𝑇 ) ∈ [𝑦, 𝑦 + Δ𝑦) . Ó âñiõ âèïàäêàõ ïðîâåäåíîãî ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ ìè

ïîêëàäàëè 𝒩 = 105 i Δ𝑦 = 10−1 ; iíøi íåîáõiäíi ïàðàìåòðè íàâåäåíî íèæ÷å.

1) 𝛼 ∈ (0,1), 𝛼+ ̸= 𝛼−

Ó öüîìó âèïàäêó ãðàíè÷íà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫(𝑦) çàëåæèòü òiëüêè âiä

ìiíiìàëüíîãî çíà÷åííÿ õâîñòîâîãî iíäåêñó 𝛼 (äèâ. ðiâíÿííÿ (3.11)). Ïðîòå äëÿ

÷èñëîâîãî çíàõîäæåííÿ ãðàíè÷íî¨ ãóñòèíè 𝒫𝑇 (𝑦) çà äîïîìîãîþ çàïðîïîíîâà-

íî¨ ïðîöåäóðè âñi ïàðàìåòðè â ðiâíÿííÿõ (3.124) i (3.127) ïîâèííi áóòè çàäàíi.

Îêðiì âæå çàçíà÷åíèõ ïàðàìåòðiâ ìîäåëþâàííÿ ìè çàäà¹ìî 𝛼 = 𝛼+ = 1/2 ,

𝑐+ = 2/3 , 𝑏+ = 1 òà 𝛼− = 3/4 , 𝑐− = 1/3 , 𝑏− = 1 . Ïðè öèõ ïàðàìåòðàõ âèðàç

(2.31) ïðèâîäèòü äî 𝑎(𝑇 ) ≈ 1.2 · 10−7 , à ÷èñåëüíî îòðèìàíi çíà÷åííÿ 𝒫𝑇 (𝑦)

ïîêàçàíi íà ðèñóíêó 3.1 òðèêóòíèêàìè.

2) 𝛼 ∈ (1,2), 𝛼+ ̸= 𝛼−, 𝑙1 = 0

Âèõîäÿ÷è iç òîãî, ùî â äàííié ñèòóàöi¨ ìîìåíò ïåðøîãî ïîðÿäêó ãóñòèíè

éìîâiðíîñòi (3.127) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑙1 =
𝑐+𝑏+

𝛼+ − 1
− 𝑐−𝑏−
𝛼− − 1

(3.130)

(𝛼± > 1) . Óìîâà 𝑙1 = 0 òÿãíå çà ñîáîé òîé ôàêò, ùî ïàðàìåòðè 𝑤(𝜉) ïîâèí-

íi çàäîâîëüíÿòè ðiâíiñòü 𝑐+𝑏+/(𝛼+ − 1) = 𝑐−𝑏−/(𝛼− − 1) . Òîäi, ÿêùî çàäàòè

𝛼 = 𝛼+ = 5/4 , 𝑐+ = 5/22 , 𝑏+ = 1 òà 𝛼− = 37/20 , 𝑐− = 17/22 , 𝑏− = 1 ,

òî 𝑐+𝑏+/(𝛼+ − 1) = 𝑐−𝑏−/(𝛼− − 1) = 10/11 i 𝑎(𝑇 ) ≈ 1.8 · 10−3 . Ðåçóëüòàòè

ìîäåëþâàííÿ 𝒫𝑇 (𝑦) çîáðàæåíi íà ðèñóíêó 3.2.

3) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (0,1), 𝑢+ ̸= 𝑢−

Çãiäíî iç ðiâíÿííÿì (3.127) òà àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìóëîþ (2.11), ïàðàìåòðè
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𝑢± âèðàæàþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì: 𝑢± = 𝛼±𝑐±𝑏
𝛼±
± . Âðàõîâóþ÷è, ùî 𝛼+ =

𝛼− = 𝛼 i 𝑢+ ̸= 𝑢− , òîáòî 𝑐+𝑏
𝛼+

+ ̸= 𝑐−𝑏
𝛼−
− , ìè âèáèðà¹ìî 𝛼 = 1/2 , 𝑐+ = 2/3 ,

𝑏+ = 1 i 𝑐− = 1/3 , 𝑏− = 1 . Äëÿ öèõ ïàðàìåòðiâ âåëè÷èíè 𝑢+ = 1/3 , 𝑢− = 1/6

(à çíà÷èòü 𝜖 = 1/3 ) i 𝑎(𝑇 ) ≈ 9.3 · 10−8 . Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ

ìîæíà ïîáà÷èòè íà ðèñóíêó 3.3.

4) 𝛼+ = 𝛼− = 𝛼 ∈ (1,2), 𝑢+ ̸= 𝑢−, 𝑙1 = 0

I, íàðåøòi, ó öåé ðàç óìîâè 𝑢+ ̸= 𝑢− i 𝑙1 = 0 ïðèâîäÿòü âiäïîâiäíî äî

âèðàçiâ 𝑐+𝑏
𝛼
+ ̸= 𝑐−𝑏

𝛼
− i 𝑐+𝑏+ = 𝑐−𝑏− . Çàäàþ÷è 𝛼 = 5/4 , 𝑐+ = 1/5 , 𝑏+ = 5 i 𝑐− =

4/5 , 𝑏− = 5/4 , îòðèìó¹ìî 𝑢+ = 55/4/4 ≈ 1.87 , 𝑢− = (5/4)5/4 ≈ 1.32 (òîáòî

𝜖 = (
√

2 − 1)/(
√

2 + 1) ≈ 0.17 ) òà 𝑎(𝑇 ) ≈ 5.2 · 10−4 . Ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ

𝒫𝑇 (𝑦) ïîêàçàíi íà ðèñóíêó 3.4.

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìîäåëþâàííÿ îäíîñòîðîííüîãî åêñïîíåíöiàëü-

íîãî ðîçïîäiëó ìè ïîêëàëè 𝛼+ = 5/4 , 𝑏+ = 1 , 𝑐+ = 2/3 i 𝛼− = 7/4 , 𝑏− = 1 ,

𝑐− = 1/3 (çà òàêèõ óìîâ 𝑙1 = 20/9 ); à äëÿ ìîäåëþâàííÿ äâîñòîðîííüîãî åêñïî-

íåíöiàëüíîãî ðîçïîäiëó âçÿòî 𝛼+ = 2 , 𝑏+ = 3/2 , 𝑐+ = 2/3 i 𝛼− = 2 , 𝑏− = 3 ,

𝑐− = 1/3 (ùî äà¹ 𝑙1 = 0 ). Öi åêñïîíåíöiàëüíi çàëåæíîñòi íàâåäåíî íà ðèñóíêó

2.2. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèòóàöi¨, ÿêó ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.3, îêðiì

âêàçàíèõ â òåêñòi õâîñòîâèõ ïàðàìåòðiâ 𝛼± = 1/2 i 𝛼± = 3/2 , ìè ïîêëàëè

𝑏± = 1 i 𝑐± = 1/2 .
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Висновки до роздiлу 3

1. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü òà êîìïëåêñíîãî iíòå-

ãðóâàííÿ, îòðèìàíî íèçêó àëüòåðíàòèâíèõ ïðåäñòàâëåíü ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìî-

âiðíîñòi ìàñøòàáîâàíîãî çíà÷åííÿ ðîçãëÿäóâàíîãî ïðîöåñó. Çîêðåìà, çíàéäåíî

¨õ ïîäàííÿ ó òåðìiíàõ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà, ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëà-

ñà, 𝐻 -ôóíêöié Ôîêñà òà øâèäêî çáiæíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Öi ðåçóëüòàòè äîç-

âîëèëè ïîêàçàòè, ùî ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi áóäóòü ïðàâèëüíî íîðìî-

âàíèìè, íåâiä'¹ìíèìè òà óíiìîäàëüíèìè ðîçïîäiëàìè, äîñëiäèòè ¨õ ïîâåäiíêó

ïðè âåëèêèõ òà ìàëèõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨, à òàêîæ çàïèñàòè ÷àñòêîâi âèïàäêè

ãðàíè÷íèõ ãóñòèí ÷åðåç äîáðå âiäîìi ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨.

2. Çàïðîïîíîâàíî àëüòåðíàòèâíi ìåòîäè çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòè÷íèõ

ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi. Äàíi ïiäõîäè áàçóþòüñÿ íà âèêîðèñ-

òàííi óçàãàëüíåíî¨ öåíòðàëüíî¨ ãðàíè÷íî¨ òåîðåìè òà ìåòîäó ñóáîðäèíàöiéíèõ

ðiâíÿíü Ëàíæåâåíà. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïîâíiñòþ ñïiâïàäàþòü iç ðîçïîäiëà-

ìè, ùî çíàéäåíî â ðàìêàõ òåîði¨ Ìîíòðîëëà-Âåéññà, i ðîçâèâàþòü òåîðåòè÷íi

ìåòîäè îïèñó ïðîöåñiâ iç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ.

3. Ïîêàçàíî, ùî ó ðåæèìi ðiäêiñíèõ ôëóêòóàöié ðîçïîäiëè îðèãiíàëüíèõ

(íåìàñøòàáîâàíèõ) ïîëüîòiâ Ëåâi çàâæäè ìàòèìóòü âàæêi ãiëêè ç õâîñòîâèì

iíäåêñîì, ùî ðiâíèé ìiíiìàëüíîìó õâîñòîâîìó iíäåêñó âiäïîâiäíî¨ ãóñòèí éìî-

âiðíîñòi äîâæèí ñòðèáêiâ âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Òàêèì ÷èíîì, ïðè áóäü-ÿêèõ

çíà÷åííÿõ ÷àñó äàíèé ñòîõàñòè÷íèé ïðîöåñ áóäå õàðàêòåðèçóâàòèñÿ íåñêií÷åí-

íîþ äèñïåðñi¹þ, ÿêà ¹ íàñëiäêîì ìîæëèâîñòi âèïàäêîâèõ áëóêàíü çäiéñíþâàòè

äîâãi ñòðèáêè.

4. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä iíâåðñi¨, ïðåäñòàâëåíî àëãîðèòì ÷èñëîâîãî ìîäå-

ëþâàííÿ ìàñøòàáîâàíèõ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi. Ðåçóëüòàòè ïðîâåäåíîãî

÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ öiëêîì ïiäòâåðäèëè âñi àíàëiòè÷íî îòðèìàíi ãðàíè÷íi

ãóñòèíè éìîâiðíîñòi.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [1�3]
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РОЗДIЛ 4

РЕЖИМИ РЕЛАКСАЦIЇ У ДВОРIВНЕВИХ СИСТЕМАХ

Ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè îïèñóþòü ïåðåõîäè ìàêðîñêîïi÷íî¨ ñèñòåìè ìiæ ðiâ-

íîâàæíèìè ïîëîæåííÿìè i ìiñòÿòü âàæëèâó iíôîðìàöiþ ïðî çàãàëüíi ìåõàíiçìè

ðåëàêñàöi¨. Íàé÷àñòiøå ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè âèâ÷àþòüñÿ äëÿ ñèñòåì, ùî ïiääà-

þòüñÿ âïëèâó óçàãàëüíåíî¨ ñèëè, ÿêà âèïàäêîâèì ÷èíîì ïåðåìèêà¹òüñÿ [44]. Ó

òàêîìó âèïàäêó îäíi¹þ iç íàéáiëüø âàæëèâèõ õàðàêòåðèñòèê äîñëiäæóâàíîãî

ïðîöåñó ¹ çîâíiøíÿ òåðìîäèíàìi÷íà çìiííà, ñïðÿæåíà iç óçàãàëüíåíîþ ñèëîþ. Ó

ÿêîñòi ïðèêëàäó ìîæíà ïðèâåñòè ìàãíiòíó ðåëàêñàöiþ [321�323], äå âiäïîâiäíîþ

ïàðîþ ñïðÿæåíèõ çìiííèõ áóäóòü çîâíiøí¹ ìàãíiòíå ïîëå òà ìàãíiòíèé ìîìåíò

ñèñòåìè, àáî äiåëåêòðè÷íó ðåëàêñàöiþ [46,324,325], äëÿ ÿêî¨ ñïðÿæåíèìè çìií-

íèìè ¹ çîâíiøí¹ åëåêòðè÷íå ïîëå òà åëåêòðè÷íèé äèïîëüíèé ìîìåíò.

Ïðè öüîìó, íàãàäà¹ìî, ùî îêðiì êëàñè÷íî¨ äåáà¹âñüêî¨ ðåëàêñàöi¨, äëÿ ÿêî¨

çìiíà ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ 𝜇(𝑡) ïðîïîðöiéíà äî ¨¨ âåëè÷èíè, òîáòî âiäïîâiä-

íèé çàêîí ðåëàêñàöi¨ ìà¹ âèãëÿä 𝜇(𝑡) = 𝜇0 exp(−𝑡/𝑇 ) , äå 𝜇0 = 𝜇(0) i 𝑇 �

õàðàêòåðíèé ÷àñ ðåëàêñàöi¨, iñíó¹ áàãàòî ñèñòåì ç àíîìàëüíîþ, íååêñïîíåíöi-

àëüíîþ ðåëàêñàöi¹þ [30, 32, 54, 146]. Íàïðèêëàä, ðåëàêñàöiÿ â íåóïîðÿäêîâàíèõ

ñåðåäîâèùàõ, ñêëi, äiåëåêòðè÷íà ðåëàêñàöiÿ â ïîëiìåðàõ îïèñó¹òüñÿ óïîâiëüíå-

íîþ åêñïîíåíöiàëüíîþ ôóíêöi¹þ 𝜇(𝑡) = 𝜇0 exp[−(𝑡/𝑇 )𝛾] (0 < 𝛾 < 1) , ÿêó

ùå íàçèâàþòü çàêîíîì Êîëüðàóøà-Óiëüÿìñà-Óîòòñà. Òàêîæ ïðîöåñ ðåëàêñàöi¨

äëÿ äåÿêèõ ÿâèù, òàêèõ ÿê çàõâàò åëåêòðîíiâ, åëåêòðîííî-äiðêîâà ðåêîìáiíàöiÿ,

ïåðåíîñ åíåðãi¨ ó òiëàõ iç ñêëàäíîþ ñòðóêòóðîþ ïðè âåëèêèõ ÷àñàõ äîáðå îïè-

ñó¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíî-ëîãàðèôìi÷íîþ ôóíêöi¹þ 𝜇(𝑡) ∼ exp[−𝛾 ln𝛽(𝑡/𝑇 )] , äå

𝛾 è 𝛽 � äîäàòíi ïàðàìåòðè. Äàíèé òèï ðåëàêñàöi¨ áiëüø ïîâiëüíèé, íiæ çàêîí

Êîëüðàóøà-Óiëüÿìñà-Óîòòñà, i ïðè 𝛽 = 1 îïèñó¹ äóæå âàæëèâèé êëàñ çàêîíiâ

ðåëàêñàöi¨ iç ñòåïåíåâîþ ðåëàêñàöiéíîþ ôóíêöi¹þ 𝜇(𝑡) ∼ (𝑡/𝑇 )−𝛾 . Âîäíî÷àñ

äëÿ äåÿêèõ ïðîöåñiâ, íàïðèêëàä, ãðàíóëÿöi¨, àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨, ìåõàíi÷íî¨ íà-

ïðóãè ÷è i¹ðàðõi÷íî¨ äèíàìiêè, ðåëàêñàöiÿ â ñèñòåìi ìîæå ïðîÿâëÿòè i íàäïî-

âiëüíi (â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó � ëîãàðèôìi÷íi) âëàñòèâîñòi.
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Îñîáëèâó óâàãó ïðèäiëÿþòü âèâ÷åííþ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ äëÿ ñèñòåì,

÷è¨ âëàñòèâîñòi ïîâíiñòþ çàäàþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ

(òàêèõ, ÿê äèôóçiéíi ÷àñòèíêè, ìîíîìîëåêóëÿðíi ìàãíiòè, îäíîäîìåííi ôåðî-

ìàãíiòíi íàíî÷àñòèíêè òîùî). Âàæëèâèì êëàñîì òàêîãî ðîäó ñèñòåì ÿâëÿþ-

òüñÿ äâîðiâíåâi ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ ñòàí ñêëàäîâèõ åëåìåíòiâ çìiíþþòüñÿ çãiäíî

äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó [100�102], îñêiëüêè âîíè ¹ çðó÷íîþ àïðîêñèìàöiéíîþ

ìîäåëëþ äëÿ äóæå øèðîêîãî êëàñó ñêëàäíèõ ñèñòåì. Ïðè ÷îìó äâîðiâíåâiñòü

ìîæå áóòè ïîâ'ÿçàíà iç �âêëþ÷åíèì/âèêëþ÷åíèì� ñòàíîì ñèñòåìè, âíóòðiøíiì

ñòàíîì îá'¹êòó (íàïðèêëàä, ïåðåêëþ÷åííÿì íàïðÿìêó íàìàãíi÷åíîñòi ÷àñòèí-

êè ÷è ðåæèìó ôëþîðèñöåíöi¨), ðóõîì ÷àñòèíêè ó ïðîñòîði (íàïðèêëàä, çìiíîþ

íàïðÿìêó áðîóíiâñüêîìó ðóõó) òà iíøèìè ôiçè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.

Ó äàíîìó ðîçäiëó, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðiþ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ

áëóêàíü, ìè ïîáóäó¹ìî ìîäåëü äëÿ ðåëàêñàöiéíîãî ïðîöåñó â äâîðiâíåâèõ ñè-

ñòåìàõ òà çíàéäåìî ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü çàêîíè ðåëàêñàöi¨ â íèõ. Êðiì òîãî,

ìè äåòàëüíî äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ðåëàêñàöiéíèõ ðiâíÿíü ó âèïàä-

êó, êîëè ðåëàêñàöiÿ ïðîÿâëÿ¹ àíîìàëüíi âëàñòèâîñòi iç ñòåïåíåâîþ ñòàòèñòèêîþ

Ëåâi àáî íàäïîâiëüíîþ ñòàòèñòèêîþ.

4.1. Опис релаксацiйної моделi та основнi рiвняння

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ èç âåëèêî¨ êiëüêîñòi îäíàêîâèõ îá'¹ê-

òiâ, êîæåí iç ÿêèõ ïðîòÿãîì âèïàäêîâîãî ïðîìiæêó ÷àñó ïåðåáóâà¹ â îäíîìó

iç äâîõ ìîæëèâèõ ðiâíîâàæíèõ ïîëîæåíü. Öiêàâèì òà íàãëÿäíèì ïðèêëàäîì

òàêîãî ðîäó ñèñòåì ¹ ñèñòåìè îäíîîñíèõ îäíîäîìåííèõ ôåðîìàãíiòíèõ íàíî÷à-

ñòèíîê. Ó êîæíî¨ íàíî÷àñòèíêè âåêòîð íàìàãíi÷åííîñòi ìà¹ äâà ðiâíîâàæíèõ

íàïðÿìêè, ïðîòå ó çâ'ÿçêó iç òåïëîâèìè ôëóêòóàöiÿìè öåé âåêòîð ìîæå ïðèé-

ìàòè äîâiëüíi íàïðÿìêè. ßê íàñëiäîê, äèíàìiêà âåêòîðà íàìàãíi÷åíîñòi ñòà¹

âèïàäêîâîþ òà ìîæå áóòè îïèñàíà ñòîõàñòè÷íèì ðiâíÿííÿì Ëàíäàó-Ëiôøèöÿ

(àáî Ëàíäàó-Ëiôøèöÿ-Ãiëüáåðòà). Ïðè öüîìó íåîáõiäíi ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñ-

òi âèçíà÷àþòüñÿ iç âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ãóñòèíè éìî-
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âiðíîñòi íàïðÿìêó íàìàãíi÷åíîñòi [70, 322, 326, 327]. Çîêðåìà, â ðàìêàõ äàíîãî

ïiäõîäó âäà¹òüñÿ íàáëèæåíî îïèñàòè âïëèâ íà ìàãíiòíó ðåëàêñàöiþ äèïîëü-

äèïîëüíî¨ âçà¹ìîäi¨ ÷àñòèíîê [328�330] òà îáåðòîâîãî çîâíiøíüîãî ìàãíiòíîãî

ïîëÿ [331,332].

Â ñèëó òîãî, ùî öåé ìåòîä ÿâëÿ¹òüñÿ çàãàëüíèì, âèâ÷åííÿ ðåëàêñàöi¨ â

ñèñòåìi ìîæå áóòè äîâîëi ñêëàäíèì, ÿêùî íåîáõiäíî âðàõîâóâàòè âñi ìîæëèâi

íàïðÿìêè âåêòîðà íàìàãíi÷åííîñòi. Îäíàê ïðè çìåíøåííi òåìïåðàòóðè éìîâið-

íiñòü íàïðÿìêiâ âåêòîðà íàìàãíi÷åííîñòi, âiäìiííèõ âiä ðiâíîâàæíèõ, çìåíøó-

¹òüñÿ. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî çàãàëüíà éìîâiðíiñòü òàêèõ íàïðÿìêiâ äîâîëi ìàëà,

òî äèíàìiêà âåêòîðà íàìàãíi÷åííîñòi ìîæå íàáëèæåíî áóòè îïèñàíà äèõîòîìi÷-

íèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. ßê áóäå ïîêàçàíî äàëi, äèõîòîìi÷íà àïðîêñèìàöiÿ

äà¹ ìîæëèâiñòü áåç çàéâèõ òðóäíîùiâ äåòàëüíî äîñëiäèòè ÿâèùå ðåëàêñàöi¨ äëÿ

øèðîêîãî êëàñó äâîðiâíåâèõ ñèñòåì.

4.1.1. Виведення релаксацiйного рiвняння

Â ðàìêàõ äèõîòîìi÷íîãî íàáëèæåííÿ ñòàí êîæíîãî ñòðóêòóðíîãî åëåìåíòà

ñèñòåìè çâ'ÿçó¹òüñÿ ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì 𝑓(𝑡) (äèâ. ðèñ. 4.1). Çãiäíî âè-

çíà÷åííþ, öåé ïðîöåñ ïðîòÿãîì âèïàäêîâèõ ïðîìiæêiâ ÷àñó {𝜏𝑛} (𝑛 = 1,∞)

ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ +1 àáî −1 , i 𝑓(0) = 1 â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó 𝑡0 = 0 .

×àñè î÷iêóâàííÿ {𝜏𝑛} ðîçïîäiëåíi iç ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏𝑛) , äå çíàêè

“± � âiäíîñÿòüñÿ äî ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ó ñòàíàõ ±1 âiäïîâiäíî (òîáòî

äëÿ 𝜏𝑛 iç íåïàðíèì/ïàðíèì iíäåêñîì 𝑛 ).

Îïèøåìî ìåòîä çíàõîäæåííÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨. Âiäìiòèìî, ùî çàïðîïîíî-

âàíèé ïiäõiä áàçó¹òüñÿ íå íà äèíàìi÷íèõ, à íà ñóòî éìîâiðíiñòíèõ ìiðêóâàííÿõ.

À ñàìå, íà âiäìiíó âiä ñòîõàñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ëàíæåâåíà òà ïîâ'ÿçàííîãî ç íèì

ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà, ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êîíöåïöiþ íåïåðåðâíèõ

ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü. Ïiä ðåëàêñàöiéíîþ ôóíêöi¹þ áóäåìî ðîçóìiòè óñå-
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Ðèñ. 4.1. Ñõåìàòè÷íå çîáðàæåííÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ç ïàðíèì ÷èñëîì
çìií çíàêó íà iíòåðâàëi (0, 𝑡] . Òàêîæ òóò ïîêàçàíî ðîçáèòòÿ ÷àñîâîãî iíòåðâàëó
(0, 𝑡] äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî (𝑎) òà ñèìåòðè÷íîãî (𝑏) âèïàäêó (äèâ. äîäàòîê Á ç
àëüòåðíàòèâíèì âèâåäåííÿì ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ).

ðåäíåííÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó 𝑓(𝑡) , òîáòî

𝜇(𝑡) = ⟨𝑓(𝑡)⟩, (4.1)

äå êóòîâi äóæêè îçíà÷àþòü óñåðåäíåííÿ ïî âñiì ïðèéíÿòíèì òðà¹êòîðiÿì ïðî-

öåñó. Áåðó÷è äî óâàãè, ùî äëÿ êîæíîãî 𝑡 ôóíêöiÿ 𝑓(𝑡) ïðèéìà¹ ëèøå çíà÷åííÿ

+1 àáî −1 , âèçíà÷åííÿ (4.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÿê

𝜇(𝑡) = ⟨𝑓(𝑡) = +1⟩+ ⟨𝑓(𝑡) = −1⟩. (4.2)

Îñêiëüêè 𝑓(𝑡) = +1 äëÿ ïàðíîãî ÷èñëà ñòðèáêiâ (çìií çíàêà) ôóíêöi¨ 𝑓(𝑡)

i 𝑓(𝑡) = −1 � äëÿ íåïàðíîãî, ôîðìóëà (4.2) ïðèéìà¹ âèãëÿä

𝜇(𝑡) = Pr {𝑓(𝑡) = +1} − Pr {𝑓(𝑡) = −1} (4.3)

Òóò Pr{·} çàäà¹ éìîâiðíiñòü ïîäi¨ ó ôiãóðíèõ äóæêàõ. Ââîäÿ÷è éìîâiðíiñòü

𝑊 (𝑛)(𝑡) òîãî, ùî çà ÷àñ 𝑡 ïðîöåñ 𝑓(𝑡) çäiéñíèâ ðiâíî 𝑛 (𝑛 = 1,∞) ñòðèáêiâ,
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çàïèñó¹ìî

Pr {𝑓(𝑡) = +1} =
∞∑︁

𝑚=0

𝑊 (2𝑚)(𝑡),

Pr {𝑓(𝑡) = −1} =
∞∑︁

𝑚=0

𝑊 (2𝑚+1)(𝑡). (4.4)

Çàçíà÷èìî, ÿêùî êiëüêiñòü ñòðèáêiâ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑡) çà ÷àñ 𝑡 äîðiâíþ¹ íóëþ (𝑛 =

0) , òî ïåðøèé ÷àñ î÷iêóâàííÿ 𝜏1 > 𝑡 i, âiäòàê, éìîâiðíiñòü âiäñóòíîñòi ñòðèáêà

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑊 (0)(𝑡) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏1𝑝
+(𝜏1). (4.5)

Íåõàé ïðîöåññ 𝑓(𝑡) ìà¹ òî÷íî 𝑛 (𝑛 ≥ 1) ñòðèáêiâ ó iíòåðâàëi (0, 𝑡] . ßêùî

öi ñòðèáêè âiäáóâàþòüñÿ â iíòåðâàëàõ (
∑︀𝑘

𝑗=1 𝜏𝑗,
∑︀𝑘

𝑗=1 𝜏𝑗 + 𝑑𝜏𝑘) iç 𝑘 = 1, 𝑛 , òî

éìîâiðíiñòü 𝑑𝑊 (𝑛)(𝑡) òàêî¨ ïîäi¨ ìà¹ âèãëÿä

𝑑𝑊 (𝑛)(𝑡) =

(︂ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗)

)︂∫︁ ∞
̃︀𝜏𝑛+1

𝑑𝜏𝑝𝑛+1(𝜏), (4.6)

äå 𝑝𝑗(𝜏𝑗) = 𝑝+(𝜏𝑗) àáî 𝑝𝑗(𝜏𝑗) = 𝑝−(𝜏𝑗) , ÿêùî 𝑗 � íåïàðíå àáî ïàðíå ÷èñëî

âiäïîâiäíî, à òîìó

𝑝𝑗(𝜏𝑗) = 𝑝(−)𝑗+1

(𝜏𝑗) (4.7)

(𝑗 = 1,∞) . Íèæíÿ ìåæà iíòåãðóâàííÿ â ôîðìóëi (4.6) çàäà¹òüñÿ âèðàçîì

̃︀𝜏𝑛+1 = 𝑡−
𝑛∑︁

𝑗=1

𝜏𝑗 ≤ 𝜏𝑛+1 (4.8)

i äîðiâíþ¹ îñòàííüîìó ÷àñó î÷iêóâàííÿ ñèñòåìè â êiíöåâîìó ïîëîæåííi, òîáòî äî

ìîìåíòó ïåðåðèâàííÿ ïðîöåñó â ÷àñ 𝑡 . Öåé ÷àñ iíêîëè ùå íàçèâàþòü çâîðîòíiì

÷àñîì âiäíîâëåííÿ (backward recurrence time) [131,333,334], ÿêèé ãðà¹ âàæëèâó
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ðîëü â ðiçíèõ çàäà÷àõ ïîâ'ÿçàíèõ ç òåîði¹þ âiäíîâëåííÿ.

Òóò äîðå÷íî çàóâàæèòè, ùî ðiâíÿííÿ (4.6) çàïèñàíî ç óðàõóâàííÿì óìî-

âè, ùî ñòðèáêè 𝑓(𝑡) ¹ íåçàëåæíèìè ïîäiÿìè ç éìîâiðíîñòÿìè 𝑝𝑗(𝜏𝑗)𝑑𝜏𝑗 òîãî,

ùî (𝑛 + 1) -é ñòðèáîê âiäáóâà¹òüñÿ çà ìåæàìè iíòåðâàëó (0, 𝑡] . Ùîá óíèêíóòè

íåïîðîçóìiííÿ, ìè çàçíà÷èìî, ùî ÷àñè 𝜏𝑗 â ðiâíÿííi (4.6) (i â âèðàçàõ äëÿ

éìîâiðíîñòåé íèæ÷å) ñëiä iíòåðïðåòóâàòè íå ÿê âèïàäêîâi âåëè÷èíè, à ÿê çìií-

íi iíòåãðóâàííÿ. Äàëi, âîäÿ÷è 𝑛 -âèìiðíó îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ Ω𝑛(𝑡) , ùî çàäà¹

äîïóñòèìi çíà÷åííÿ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ, ìè çàïèñó¹ìî éìîâiðíiñòü 𝑊 (𝑛)(𝑡) ó ôîð-

ìi (äèâ. [335,336])

𝑊 (𝑛)(𝑡) =

∫︁
Ω𝑛(𝑡)

(︂ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗)

)︂∫︁ ∞
̃︀𝜏𝑛+1

𝑑𝜏𝑝𝑛+1(𝜏𝑛+1). (4.9)

Çàìiíèìî íèæíþ ìåæó iíòåãðóâàííÿ â (4.9) çíà÷åííÿì (4.8) òà âðàõó¹ìî,

ùî îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ Ω𝑛(𝑡) çàäà¹òüñÿ óìîâîþ

𝑛∑︁
𝑗=1

𝜏𝑗 ≤ 𝑡. (4.10)

Òîäi ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ïåðøèé iíòåãðàë â (4.9) ïî îáëàñòi Ω𝑛(𝑡) äà¹òüñÿ

âèðàçîì

∫︁
Ω𝑛(𝑡)

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗) =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏1𝑝1(𝜏1)

∫︁ 𝑡−𝜏1

0

𝑑𝜏2𝑝2(𝜏2) . . .

∫︁ 𝑡−
∑︀𝑛−1

𝑗=1 𝜏𝑗

0

𝑑𝜏𝑛𝑝𝑛(𝜏𝑛). (4.11)

ßê ìè áà÷èìî, äàíèé âèðàç çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ ¹ 𝑛 -êðàòíîþ çãîðòêîþ ãóñòèíè

𝑝1(𝑡) òà éìîâiðíîñòåé
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗) (𝑗 = 2, 𝑛) . Òàêèì ÷èíîì, ç óðàõóâàííÿì
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âèðàçó (4.7), ôîðìóëà (4.9) ïåðåïèñó¹òüñÿ â íàñòóïíié ðîçãîðíóòié ôîðìi

𝑊 (𝑛)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏1𝑝
+(𝜏1)

∫︁ 𝑡−𝜏1

0

𝑑𝜏2𝑝
−(𝜏2) · · ·

×
∫︁ 𝑡−

∑︀𝑛−1
𝑗=1 𝜏𝑗

0

𝑑𝜏𝑛𝑝
(−)𝑛+1

(𝜏𝑛)

∫︁ ∞
𝑡−
∑︀𝑛

𝑗=1 𝜏𝑗

𝑑𝜏𝑛+1𝑝
(−)𝑛+2

(𝜏𝑛+1).

(4.12)

Äàëi çàñòîñó¹ìî äî ðiâíÿííÿ (4.3) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Íàãàäà¹ìî, ùî

äëÿ âiäïîâiäíî¨ ôóíêöi¨ 𝜓(𝑡) âîíî çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

ℒ{𝜓(𝑡)} = 𝜓𝑠 =

∫︁ ∞
0

𝑑𝑡𝑒−𝑠𝑡𝜓(𝑡), (4.13)

äå Re 𝑠 > 0 . Îòæå, ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (4.4), ìà¹ìî

𝜇𝑠 =
∞∑︁

𝑚=0

𝑊 (2𝑚)
𝑠 −

∞∑︁
𝑚=0

𝑊 (2𝑚+1)
𝑠 (4.14)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ çãîðòêè ôóíêöié,

ùî äà¹òüñÿ ðiâíiñòþ ℒ
{︁∫︀ 𝑡

0 𝑑𝑡
′𝜓(𝑡′)𝜑(𝑡− 𝑡′)

}︁
= 𝜓𝑠𝜑𝑠 , íåâàæêî çíàéòè ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëàïëàñà, âiäïîâiäíî, äëÿ éìîâiðíîñòåé (4.5) òà (4.9)

𝑊 (2𝑚)
𝑠 = (𝑝+

𝑠 𝑝
−
𝑠 )𝑚

1− 𝑝+
𝑠

𝑠
,

𝑊 (2𝑚+1)
𝑠 = (𝑝+

𝑠 𝑝
−
𝑠 )𝑚𝑝+

𝑠

1− 𝑝−𝑠
𝑠

, (4.15)

äå 𝑚 = 0,∞ .

Íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (4.15) â ðiâíÿííÿ (4.14) òà ïiäñóìîâóþ÷è

âèíèêàþ÷i íåñêií÷åííi ãåîìåòðè÷íi ïðîãðåñi¨, çíàõîäèìî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

äëÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨

𝜇𝑠 =
1

1− 𝑝+
𝑠 𝑝
−
𝑠

(︂
1− 𝑝+

𝑠

𝑠
− 𝑝+

𝑠

1− 𝑝−𝑠
𝑠

)︂
(4.16)
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I, ïîñèëàþ÷èñü íà âèùåçãàäàíå ïðàâèëî äëÿ çãîðòêè ôóíêöi¨, iç îñòàííüî¨ ôîð-

ìóëè ñëiäó¹, ùî ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ çàäîâiëüíÿ¹ iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

𝜇(𝑡) −
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝜇(𝜏)

∫︁ 𝑡−𝜏

0

𝑑𝜏 ′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝑡− 𝜏 − 𝜏 ′)

=

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏𝑝+(𝜏)−
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝑝+(𝜏)

∫︁ ∞
𝑡−𝜏

𝑑𝜏 ′𝑝−(𝜏 ′). (4.17)

Ëåãêî ïîáà÷èòè, ÿêùî ìà¹ ìiñöå ñèìåòðè÷íà ðåëàêñàöiÿ, òîáòî 𝑝±(𝜏) = 𝑝(𝜏) ,

òî ðiâíÿííÿ (4.16) i (4.17) ñïðîùóþòüñÿ òà ïðèéìàþòü, âiäïîâiäíî, âèãëÿä

𝜇𝑠 =
1

1 + 𝑝𝑠

1− 𝑝𝑠
𝑠

, (4.18)

𝜇(𝑡) +

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝜇(𝜏)𝑝(𝑡− 𝜏) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏𝑝(𝜏). (4.19)

Ðiâíÿííÿ (4.17) òà (4.19) � öå iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè 2-ãî ðîäó ç

ðiçíèöåâèì ÿäðîì [337], ÿêi ¹ êëþ÷îâèìè äëÿ òåîði¨ âiäíîâëåííÿ [334]. Îñêiëü-

êè ÷èñåëüíi ìåòîäè ¨õ ðîçâ'ÿçàííÿ äîáðå âiäîìi [338, 339], òî ðiâíÿííÿ (4.17) òà

(4.19) çðó÷íi äëÿ ÷èñëîâîãî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨ 𝜇(𝑡) ïðè êiíöåâèõ

çíà÷åííÿõ ÷àñó. Ó òîé ÷àñ ÿê iç ïðåäñòàâëåíü (4.16) òà (4.18) äîöiëüíî âèõî-

äèòè ïðè àíàëiòè÷íîìó âèâ÷åííi ïîâåäiíêè 𝜇(𝑡) ó âèïàäêó âåëèêèõ çíà÷åíü

÷àñó. Òàêîæ çâåðíåìî óâàãó, ùî iç iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (4.17) i (4.19) âèïëèâà¹

âàæëèâèé ðåçóëüòàò: â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè ó äâîðiâíåâèõ

ñèñòåìàõ õàðàêòåðèçóþòüñÿ åôåêòàìè ïàì'ÿòi. Iíøèìè ñëîâàìè, ñòàí ñèñòåìè

â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó çàëåæèòü âiä óñiõ ïîïåðåäíiõ ìîìåíòiâ.

Ó äîäàòêó Á ïðåäñòàâëåíî àëüòåðíàòèâíå âèâåäåííÿ ðiâíÿíü (4.17) i (4.19).

Öå âèâåäåííÿ ¹ äåùî ñêëàäíiøèì, àëå âîíî íå âèêîðèñòîâó¹ ìåòîä ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà, à òîìó ¹ áiëüø ïðÿìèì. Ó çâ'ÿçêó ç öèì àëüòåðíàòèâíèé ïiäõiä äî-

çâîëÿ¹ êðàùå çðîçóìiòè ñòðóêòóðó òà iíòåðïðåòàöiþ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Òàê,

ðiâíÿííÿ (4.17) ìà¹ òàêó ïðîñòó iíòåðïðåòàöiþ: ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ 𝜇(𝑡) äî-
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ðiâíþ¹ ðiçíèöi éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ïðîöåñ 𝑓(𝑡) íå çäiéñíèâ æîäíîãî ñòðèáêà, i

éìîâiðíîñòi, ùî ïðîöåñ 𝑓(𝑡) çäiéñíèâ ðiâíî îäèí ñòðèáîê, ïëþñ ñåðåäí¹ çíà÷å-

ííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ïðè óìîâi, ùî âií çäiéñíèâ áiëüøå îäíîãî ñòðèáêà. Â òîé æå

÷àñ ðiâíÿííÿ (4.19) ìà¹ íàñòóïíó iíòåðïðåòàöiþ: â êîæåí ìîìåíò ÷àñó çíà÷åííÿ

ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ 𝜇(𝑡) äîðiâíþ¹ ðiçíèöi éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ïðîöåñ 𝑓(𝑡)

íå çäiéñíèâ æîäíîãî ñòðèáêà òà ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ 𝑓(𝑡) ïðè óìîâi, ùî áóâ

õî÷à á îäèí ñòðèáîê 𝑓(𝑡) . Âiäìiòèìî, ùî ñèëüíi åôåêòè ïàì'ÿòi â äàíié ìîäåëi

âèçíà÷àþòüñÿ iíòåãðàëüíèìè ÷ëåíàìè â ðiâíÿííÿõ (4.19) è (4.17), ÿêi çàäàþòü

âiäãóê ñèñòåìè íà çîâíiøíié âïëèâ.

4.2. Асимптотична поведiнка законiв релаксацiї

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó çàêîíó ðåëàêñàöi¨ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ ïðè âå-

ëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó äëÿ êëàñó ðîçïîäiëiâ 𝑝±(𝜏) ç âàæêèìè i íàäâàæêèìè

õâîñòàìè. Âèáið öüîãî êëàñó ôóíêöié îáóìîâëåíèé òèì, ùî, ÿê âæå çàçíà÷àëî-

ñÿ, âîíè ãðàþòü ïðîâiäíó ðîëü â ñèñòåìàõ ç àíîìàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ìè

áóäåìî äåòàëüíî âèâ÷àòè ÿê íåñèìåòðè÷íèé âèïàäîê (𝑝+(𝜏) ̸= 𝑝−(𝜏)) , òàê i

ñèìåòðè÷íèé (𝑝+(𝜏) = 𝑝−(𝜏)) .

4.2.1. Важкi хвости розподiлiв часiв очiкування

Íàãàäà¹ìî, ùî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏) íàçèâàþòüñÿ âàæêèìè, ÿêùî

àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ¨õ õâîñòiâ ïðè 𝜏 →∞ çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑝±(𝜏) ∼ 𝑞±
𝜏 1+𝛼±

, (4.20)

äå 𝑞± > 0 i õâîñòîâîé ïàðàìåòð 𝛼± ∈ (0, 2] . Îáìåæåííÿ íà çíà÷åííÿ 𝛼± îá-

óìîâëåíî òèì, ùî â òàêîìó âèïàäêó âñi ìîìåíòè (â òîìó ÷èñëi äðîáîâi) ïî-

ðÿäêó 𝜂 ≥ 𝛼± äëÿ ãóñòèí 𝑝±(𝜏) áóäóòü íåñêií÷åííèìè. Îòæå, öi ãóñòèíè çàâ-

æäè ìàþòü íåñêií÷åííó äèñïåðñiþ, ñåðåäí¹ æ çíà÷åííÿ íåñêií÷åííå ëèøå, ÿêùî

𝛼± ∈ (0, 1] .
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Òàêîæ íàãàäà¹ìî, ùî çãiäíî ç òàóáåðîâîþ òåîðåìîþ Êàðàìàòè, ïîâåäiíêà

𝜇(𝑡) ïðè âåëèêèõ 𝑡 áóäå çàäàâàòèñÿ ïîâåäiíêîþ 𝜇𝑠 ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ 𝑠 .

Áiëüø òî÷íî öÿ òåîðåìà êàæå, ùî ÿêùî, ïî÷èíàþ÷è ç ïåâíî¨ òî÷êè, ôóíêöiÿ

𝜆(𝑡) ìîíîòîííà i

𝜆𝑠 ∼
1

𝑠𝛾
𝐿

(︂
1

𝑠

)︂
(4.21)

ïðè 𝑠→ 0 , òî

𝜆(𝑡) ∼ 𝑡𝛾−1

Γ(𝛾)
𝐿 (𝑡) (4.22)

ïðè 𝑡 → ∞ . Òóò Re𝑠 > 0 , 𝛾 > 0 , Γ(·) � ãàììà-ôóíêöiÿ i 𝐿(·) � ôóíêöiÿ, ùî

ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, òîáòî 𝐿(𝜈𝑡) ∼ 𝐿(𝑡) ïðè 𝑡 → ∞ äëÿ

âñiõ 𝜈 > 0 .

Ðiâíÿííÿ (4.16) ïîêàçó¹, ùî ïîâåäiíêà 𝜇𝑠 ïðè 𝑠 → 0 âèçíà÷à¹òüñÿ ïîâå-

äiíêîþ 𝑝±(𝜏) ïðè 𝑠→ 0 . Ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

𝜇𝑠 =
𝜑+
𝑠 − 𝜑−𝑠 + 𝜑+

𝑠 𝜑
−
𝑠

𝑠(𝜑+
𝑠 + 𝜑−𝑠 − 𝜑+

𝑠 𝜑
−
𝑠 )
, (4.23)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 𝜑±𝑠 = 1 − 𝑝±𝑠 . Âiäîìî, ùî äëÿ ãóñòèí ç àñèìïòîòè÷íîþ

ïîâåäiíêîþ, ùî çàäà¹òüñÿ (4.20), ñïðàâåäëèâèìè ¹ ôîðìóëè (äèâ., íàïðèêëàä,

[36])

𝜑±𝑠 ∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑞±Γ(1−𝛼±)
𝛼±

𝑠𝛼±, 𝛼± ∈ (0, 1),

𝑞±𝑠 ln 1
𝑠 , 𝛼± = 1,

𝜏±𝑠− 𝑞±Γ(2−𝛼±)
𝛼±(𝛼±−1) 𝑠

𝛼±, 𝛼± ∈ (1, 2),

𝜏±𝑠− 𝑞±
2 𝑠

2 ln 1
𝑠 , 𝛼 = 2±.

(4.24)

Òóò ìè ââåëè 𝜏± � ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â âåðõíüîìó/íèæíüîìó

ïîëîæåííÿõ.

Ìè áóäåìî ïðîâîäèòè àíàëiç äëÿ âèïàäêó 𝛼+ < 𝛼− , òîáòî 𝑝+(𝜏) ≫ 𝑝−(𝜏)
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ïðè âåëèêèõ 𝜏 . ßêùî æ 𝛼+ > 𝛼− , òî ó âñiõ îòðèìàíèõ ôîðìóëàõ ïîòðiáíî

ïðîñòî ïîìiíÿòè ìiñöÿìè iíäåêñè “+ � i “− �, à òàêîæ çàìiíèòè ôóíêöiþ 𝜇(𝑡)

íà −𝜇(𝑡) . Ñèòóàöiþ ç 𝛼+ = 𝛼− , àëå 𝑞+ ̸= 𝑞− , ìè íå ðîçãëÿäà¹ìî, òàê ÿê â

öüîìó ðàçi íåîáõiäíî çíàòè äîäàòêîâi ÷ëåíè ðîçêëàäó 𝑝±(𝜏) íà íåñêií÷åííîñòi.

1) 𝛼+ ∈ (0,1]

ßêùî 𝛼+ ∈ (0, 1] , òî iç ðiâíÿííÿ (4.23) ç óðàõóâàííÿì (4.24) ñëiäó¹, ùî

𝜇𝑠 ∼ 1/𝑠 (𝑠 → 0) , à òîìó 𝜇(𝑡) ∼ 1 (𝑡 → ∞) . Äëÿ çíàõîæäåííÿ õàðàêòåðó

ïðÿìóâàííÿ 𝜇(𝑡) äî îäèíèöi ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ ℎ(𝑡) = 1 − 𝜇(𝑡) ,

äëÿ ÿêî¨ ℎ𝑠 ∼ 1/𝑠− 𝜇𝑠 . Òàêèì ÷èíîì, îòðèìó¹ìî

ℎ𝑠 =
2(𝜑−𝑠 − 𝜑+

𝑠 𝜑
−
𝑠 )

𝑠(𝜑+
𝑠 + 𝜑−𝑠 − 𝜑+

𝑠 𝜑
−
𝑠 )

(4.25)

i çâiäñè çíàõîäèìî ïðè 𝑠→ 0

ℎ𝑠 ∼
2𝜑−𝑠
𝑠𝜑+

𝑠

. (4.26)

Òàê ÿê 𝛼+ ∈ (0, 1] i 𝛼+ < 𝛼− , òî â äàíîìó âèïàäêó ìîæëèâi ñèòóàöi¨: (𝑎)

𝛼± ∈ (0, 1) ; (𝑏) 𝛼+ ∈ (0, 1) i 𝛼− = 1 ; (𝑐) 𝛼+ ∈ (0, 1) i 𝛼− ∈ (1, 2] ; (𝑑) 𝛼+ = 1

i 𝛼− ∈ (1, 2] . Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (4.24), (4.26) i òàóáåðîâó òåîðåìó (ôîð-

ìóëè (4.21)�(4.22)), îòðèìó¹ìî âiäïîâiäíî äëÿ (𝑎) , (𝑏) , (𝑐) i (𝑑) àñèìïòîòèêè

çàêîíó ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝑞−𝛼+Γ(1− 𝛼−)

𝑞+𝛼−Γ(1− 𝛼+)Γ(1 + 𝛼+ − 𝛼−)
𝑡𝛼+−𝛼−, (4.27)

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝑞−𝛼+ sin(𝜋𝛼+)

𝜋𝑞+
ln(𝑡)𝑡𝛼+−1, (4.28)

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝜏−𝛼+ sin(𝜋𝛼+)

𝜋𝑞+
𝑡𝛼+−1, (4.29)
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𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝜏−
𝑞+

1

ln 𝑡
. (4.30)

Çðîçóìiëî, ùî äëÿ âèïàäêó (𝑎) ôîðìóëó ðåëàêñàöi¨ (4.27) ëåãêî çàïèñàòè

ó âèãëÿäi 𝜇(𝑡) ∼ 1− (𝑡/𝑇1)
𝛼+−𝛼− , ââiâøè ÷àñ ðåëàêñàöi¨

𝑇1 =

(︂
𝑞+𝛼−Γ(1− 𝛼+)Γ(1 + 𝛼+ − 𝛼−)

2𝑞−𝛼+Γ(1− 𝛼−)

)︂1/(𝛼+−𝛼−)

. (4.31)

Äëÿ âèïàäêó (𝑏) ôîðìóëà (4.28) ïåðåïèñó¹òüñÿ ÿê 𝜇(𝑡) ∼ 1− ln(𝑡)(𝑡/𝑇2)
𝛼+−1 iç

÷àñîì ðåëàêñàöi¨

𝑇2 =

(︂
𝜋𝑞+

2𝑞−𝛼+ sin(𝜋𝛼+)

)︂1/(𝛼+−1)

. (4.32)

Âiäìiòèìî, ùî ó îñòàííüîìó âèðàçi ìíîæíèê ln(𝑡) íå ìiñòèòü 𝑇2 , öå ïîâÿçàíî ç

òèì, ùî ln(𝑡) ∼ ln(𝑡/𝜎) ïðè âåëèêèõ 𝑡 äëÿ áóäü-ÿêèõ 𝜎 > 0 . Êðiì òîãî, íåâàæêî

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè âåëèêèõ 𝑡 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü 𝑡−𝑎 ≪ ln(𝑡) ≪ 𝑡𝑎 äëÿ

𝑎 > 0 . Òàêèì ÷èíîì, øâèäêiñòü ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ ln(𝑡)𝑡𝛼+−1 ¹ ïðîìiæíîþ ìiæ

𝑡𝛼+−1−𝜖 òà 𝑡𝛼+−1+𝜖 äëÿ ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çíà÷åíü 𝜖 > 0 , à òîìó çàêîí (4.28) ¹

ïåðåõiäíèé ìiæ ñòåïåíåâèìè çàêîíàìè. Äëÿ âèïàäêó (𝑐) çàêîí ðåëàêñàöi¨ (4.29),

î÷åâèäíî, òàêîæ ìà¹ ñòåïåíåâó ôîðìó 𝜇(𝑡) ∼ 1− (𝑡/𝑇3)
𝛼+−1 ç ÷àñîì ðåëàêñàöi¨

𝑇3 =

(︂
𝜋𝑞+

2𝜏−𝛼+ sin(𝜋𝛼+)

)︂1/(𝛼+−1)

. (4.33)

Âîäíî÷àñ äëÿ âèïàäêó (𝑑) iç ôîðìóëè (4.30) ñëiäó¹, ùî 𝜇(𝑡) ∼ 𝜇(𝑡/𝑇4)

ïðè 𝑡 → ∞ äëÿ áóäü-ÿêèõ äîäàòíiõ çíà÷åíü 𝑇4 . Îòæå, çà öèõ óìîâè äëÿ ïðî-

öåñó ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó íå iñíó¹ õàðàêòåðíîãî ðåëàêñàöiéíîãî ÷àñó

𝑇4 i â ñèñòåìi ïðîÿâëÿ¹òüñÿ íàäïîâiëüíà ðåëàêñàöiÿ. Íà ïåðøèé ïîãëÿä öå äî-

âîëi íåñïîäiâàíèé ðåçóëüòàò, îñêiëüêè íàäïîâiëüíà ðåëàêñàöiÿ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ

çà óìîâ, êîëè ÷àñè î÷iêóâàííÿ ðîçïîäiëåíi iç âàæêèìè ñòåïåíåâèìè ãóñòèíàìè.

Iñíóâàííÿ òàêîãî çàêîíó ïðîäèêòîâàíî òèì, ùî ãîëîâíèé ÷ëåí ðîçêëàäó 𝜑+
𝑠 ¹

ñèíãóëÿðíèì.
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2) 𝛼+ ∈ (1,2]

Äîñëiäèìî òåïåð àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó çàêîíó ðåëàêñàöi¨ ïðè 𝛼+ ∈ (1, 2)

(à òîìó 𝛼− ∈ (1, 2] ). Âiäìiòèìî, ùî âèïàäîê 𝛼+ = 2 ìè ïîêè ùî íå ðîçãëÿäà¹ìî,

îñêiëüêè 𝛼+ < 𝛼− i öå ïðèçâîäèòü äî âèêîíàííÿ óìîâè 𝛼− > 2 i, ÿê íàñëiäîê,

äèñïåðñiÿ 𝑝−(𝜏) áóëà á ñêií÷åííîþ. Ïiäñòàâëÿþ÷è íåîáõiäíi ôîðìóëè iç (4.24)

â âèðàç (4.23), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî 𝜇𝑠 ∼ [(𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−)](1/𝑠)

(𝑠→ 0) , à çíà÷èòü 𝜇(𝑡) ∼ (𝜏+−𝜏−)/(𝜏+ +𝜏−) (𝑡→∞) . Îòæå, äëÿ âèçíà÷åííÿ

õàðàêòåðó ïðÿìóâàííÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨ 𝜇(𝑡) äî êiíöåâîãî çíà÷åííÿ äîöiëüíî

ââåñòè äîïîìiæíó ôóíêöiþ ℎ(𝑡) = (𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) − 𝜇(𝑡) , äëÿ ÿêî¨ ïåðå-

òâîðåííÿ Ëàïëàñà ìà¹ âèãëÿä

ℎ𝑠 =
2(−𝜏−𝜑+

𝑠 + 𝜏+𝜑
−
𝑠 − 𝜏+𝜑

+
𝑠 𝜑
−
𝑠 )

𝑠(𝜏+ + 𝜏−)(𝜑+
𝑠 + 𝜑−𝑠 − 𝜑+

𝑠 𝜑
−
𝑠 )
. (4.34)

Àíàëîãi÷íî ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, âèêîðèñòîâóþ÷è òàóáåðîâó òåîðåìó (4.21)�

(4.22) i âiäïîâiäíi àñèìïòîòèêè (4.24), îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) ∼ 𝜏+ − 𝜏−
𝜏+ + 𝜏−

− 2𝜏−𝑞+

(𝜏+ + 𝜏−)2𝛼+(𝛼+ − 1)
𝑡1−𝛼+. (4.35)

Çàóâàæèìî, ùî ó ðàçi, êîëè òiëüêè îäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi, ñêàæiìî 𝑝−(𝜏)

(òàê ÿê ìè äîìîâèëèñÿ äîñëiäæóâàòè ðåëàêñàöiþ ïðè 𝑝+(𝜏) ≫ 𝑝−(𝜏) äëÿ çíà-

÷íèõ 𝜏 ), ìà¹ ñêií÷åííó äèñïåðñiþ i ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ðiâíå 𝜏− , à õâîñòè 𝑝+(𝜏) �

âàæêi, òî ôîðìóëè (4.29), (4.30) i (4.35) çàëèøàþòüñÿ â ñèëi. Çàçíà÷èìî òàêîæ,

ùî çà äîïîìîãîþ àñèìïòîòèêè iç îñòàííüîãî ðÿäêó â ôîðìóëi (4.24) i äîïîìi-

æíî¨ ôóíêöi¨ ℎ(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏 [(𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) − 𝜇(𝑡)] íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ,

ùî ñïiââiäíîøåííÿ (4.35) âèêîíó¹òüñÿ i äëÿ ïàðàìåòðó 𝛼+ = 2 , ÿêùî ðîçïîäië

𝑝−(𝜏) ìà¹ ñêií÷åííó äèñïåðñiþ.

ßê ìè áà÷èìî, çàêîí ðåëàêñàöi¨ (4.35) ìà¹ ñòåïåíåâèé âèãëÿä 𝜇(𝑡) ∼

𝜇(∞) − (𝑡/𝑇5)
1−𝛼+ ç êiíöåâèì çíà÷åííÿì 𝜇(∞) = (𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) òà ç
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÷àñîì ðåëàêñàöi¨

𝑇5 =

(︂
(𝜏+ + 𝜏−)2𝛼+(𝛼+ − 1)

2𝜏−𝑞+

)︂1/(1−𝛼+)

. (4.36)

Âåëè÷èíà 𝜇(∞) ̸= ±1 , à òîìó ïðîöåñ 𝑓(𝑡) ïðè 𝑡 → ∞ íå ïðÿìó¹ äî îäíîãî iç

ñâî¨õ ðiâíîâàæíèõ ñòàíiâ. Êàæó÷è áiëüø òî÷íî, íà íåñêií÷åííîñòi éìîâiðíiñòü

çíàéòè ïðîöåñ 𝑓(𝑡) ó ñòàíi +1 íà (𝜏+− 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) áiëüøà, íiæ ó ñòàíi −1 .

Öiêàâî âiäìiòèòè, ùî ó ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíîãî âèùå ïiäõîäó íå âäà¹òüñÿ

áåçïîñåðåäíüî âèçíà÷èòè õàðàêòåð ïîâåäiíêè 𝜇(𝑡) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷à-

ñó äëÿ äèõîòîìi÷íîãî ïðîöåñó 𝑓(𝑡) , ÿêèé õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ãóñòèíàìè 𝑝±(𝜏) ç

êiíöåâîþ äèñïåðñi¹þ. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî â öüîìó âèïàäêó 𝜇(𝑡) áóäå ïðÿ-

ìóâàòè äî êiíöåâîãî çíà÷åííÿ íàáàãàòî øâèäøå, íiæ ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ, à òîìó

òàóáåðîâà òåîðåìà Êàðàìàòè íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà. Òèì íå ìåíø, çà äî-

ïîìîãîþ öi¹¨ òåîðåìè iç ðiâíÿííÿ (4.23) íåâàæêî âñòàíîâèòè, ùî ðåëàêñàöiéíà

ôóíêöiÿ çàâæäè ïðÿìó¹ äî çíà÷åííÿ 𝜇(∞) = (𝜏+− 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) çà óìîâè, ùî

𝜏± <∞ .

Ðèñ. 4.2. Çàêîí ðåëàêñàöi¨ ó âèïàäêó, êîëè 𝛼+ = 0.5 i 𝛼− = 1.5 . Ñóöiëüíà ëiíiÿ
âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çàêîíó ðåëàêñàöi¨ 𝜇(𝑡) , îòðèìàíîìó çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçêó
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.17); òðèêóòíèêè âiäïîâiäàþòü ðåçóëüòàòàì ÷èñëîâîãî
ìîäåëþâàííÿ; à ïóíêòèðíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ àñèìïòîòè÷íié ôîðìóëi (4.29).

Íà ðèñóíêó 4.2 ó ÿêîñòi iëþñòðàöi¨ íàâåäåíî ãðàôiê çàêîíà ðåëàêñàöi¨ ó
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âèïàäêó, êîëè õâîñòîâi ïàðàìåòðè 𝛼+ ∈ (0, 1] i 𝛼− ∈ (1, 2] . Äëÿ ïðîâåäåííÿ

ðîçðàõóíêiâ ìè âèêîðèñòîâóâàëè âàæêi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ

íàñòóïíîãî âèäó

𝑝±(𝜏) =
𝛼±

(1 + 𝜏)1+𝛼±
. (4.37)

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.17) çíàéäåíî ç äîïîìîãîþ âiäîìîãî ìåòîäó

êâàäðàòóð [338, 339], à àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà îòðèìàíà iç ôîðìóëè (4.29), äå

ç óðàõóâàííÿì âèáðàíèõ ãóñòèí 𝑝±(𝜏) íåîáõiäíi ïàðàìåòðè äàþòüñÿ ðiâíîñòÿ-

ìè 𝑞+ = 𝛼+ i 𝜏− = 1/(𝛼− − 1) . Íà äîäàòîê ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ çäiéñíåíî

ç âèêîðèñòàííÿì çàïðîïîíîâàíîãî â ïiäðîçäiëi 3.7 ìåòîäó äëÿ 𝑁 = 105 ðåàëi-

çàöié ïðîöåñó 𝑓(𝑡) . ßê áà÷èìî, àíàëiòè÷íi òà ÷èñëîâi ðåçóëüòàòè çíàõîäÿòüñÿ

â äóæå ãàðíîìó ñïiââiäíîøåííi. Iíøi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ öüîãî ïiäðîçäiëó òàêîæ

÷èñåëüíî äîñëiäæóâàëèñü, àëå äëÿ óíèêíåííÿ çàéâî¨ ãðîìiçäêîñòi ìè îáìåæè-

ëèñÿ ëèøå îäíèì ïðèêëàäîì.

Òåïåð çâåðíåìî óâàãó íà ñèìåòðè÷íó ñèòóàöiþ, òîáòî ðåëàêñàöiþ äèõîòîìi-

÷íîãî ïðîöåñó ïðè 𝑝±(𝜏) = 𝑝(𝜏) . Iç ðiâíÿííÿ (4.18), ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî

𝜑𝑠 = 1− 𝑝𝑠 , ìà¹ìî

𝜇𝑠 =
𝜑𝑠

𝑠(2− 𝜑𝑠)
. (4.38)

Âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòèêè (4.24), ó âèïàäêó 𝛼 ∈ (0, 1) îòðèìó¹ìî 𝜇𝑠 ∼

𝑞Γ(1 − 𝛼)/(2𝛼𝑠1−𝛼) ïðè 𝑠 → 0 i íà îñíîâi îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

çíàõîäèìî

𝜇(𝑡) ∼ 𝑞

2𝛼
𝑡−𝛼 (4.39)

ïðè 𝑡→∞ . Òîáòî ìè îòðèìàëè ñòåïåíåâó ðåëàêñàöiþ 𝜇(𝑡) ∼ (𝑡/𝑇6)
−𝛼 ç ÷àñîì

ðåëàêñàöi¨

𝑇6 =
(︁ 𝑞

2𝛼

)︁1/𝛼

. (4.40)
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Äàëi, ñêiëüêè ïðè 𝛼 = 1 ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ 𝜇𝑠 ∼ (𝑞/2) ln(1/𝑠)

(𝑠→ 0) , òî ó öüîìó ðàçi òàóáåðîâà òåîðåìà íå ìîæå áóòè çàñòîñîâàíà äëÿ çíàõî-

äæåííÿ 𝜇(𝑡) . Òèì íå ìåíø, âîíà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà ó âiäíîøåííi äî ôóíê-

öi¨ ℎ(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏𝜇(𝜏) , ÷è¹ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äà¹òüñÿ âèðàçîì ℎ𝑠 = 𝜇𝑠/𝑠 . Iç

öüîãî ñëiäó¹, ùî ℎ(𝑡) ∼ (𝑞/2) ln 𝑡 ïðè 𝑡 → ∞ i, òàê ÿê 𝜇(𝑡) = 𝑑ℎ(𝑡)/𝑑𝑡 , ìè

ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî i âèïàäîê 𝛼 = 1 òàêîæ îïèñó¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ ôîðìó-

ëîþ (4.39). Àíàëîãi÷íî, ââîäÿ÷è äîïîìiæíó ôóíêöiþ ℎ(𝑡) = 𝜏/2 −
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏𝜇(𝜏) i

âèêîðèñòîâóþ÷è âèðàç 𝜇(𝑡) = −𝑑ℎ(𝑡)/𝑑𝑡 , íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî öÿ ôîðìóëà

ñïðàâåäëèâà äëÿ 𝛼 ∈ (1, 2] . Çíà÷èòü, áóäü-ÿêà äâîðiâíåâà ñèñòåìà ç âàæêè-

ìè õâîñòàìè ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ â ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó äåìîíñòðó¹

ïîâiëüíó ñòåïåíåâó ðåëàêñàöiþ (4.39). Òèïîâà ïîâåäiíêà çàêîíó ðåëàêñàöi¨ â ñè-

ìåòðè÷íîìó âèïàäêó ïîêàçàíà íà ðèñóíêó (4.3).

Ðèñ. 4.3. Çàêîí ðåëàêñàöi¨ ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ç ðîçïîäiëîì 𝑝(𝜏) , ùî äà-
¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.37) ç 𝛼± = 𝛼 = 1 . Ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çà-
êîíó ðåëàêñàöi¨ 𝜇(𝑡) , çíàéäåíîìó iç iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.19); êðóæå÷êè
ïîêàçóþòü ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ; à ïóíêòèðíà ëiíiÿ îòðèìàíà iç
àñèìïòîòè÷íî¨ ôîðìóëè (4.39).

Â äàíîìó ïiäðîçäiëi îòðèìàíî âñi ìîæëèâi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ â äâîðiâíå-

âié ñèñòåìi, ùî õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âàæêèìè ðîçïîäiëàìè 𝑝±(𝜏) ÷àñiâ î÷iêóâà-
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ííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) â ðiâíîâàæíèõ ñòàíàõ. Çà öèõ óìîâ äëÿ áiëüøîñòi âèïàäêiâ

ðåëàêñàöiéíi çàêîíè â àñèìïòîòè÷íîìó ðåæèìi (𝑡→∞) õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñòå-

ïåíåâîþ ïîâåäiíêîþ

𝜇(𝑡) ∼ 𝜇∞ − (𝑡/𝑇 )−𝛽 (4.41)

ç âiäïîâiäíèìè âåëè÷èíàìè ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 𝜇∞ , ÷àñó ðåëàêñàöi¨ 𝑇 òà

õâîñòîâîãî iíäåêñó 𝛽 . Òàêi ñòåïåíåâi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè ñëiäóþòü iç ðiâ-

íÿíü (4.27), (4.29), (4.35), à äëÿ ñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó (4.39), î÷åâèäíî, ùî

𝜇(𝑡) ∼ (𝑡/𝑇 )−𝛽 . Ðàçîì ç òèì ôîðìóëà (4.28) âiäïîâiäà¹ ìîäèôiêîâàíié ñòåïåíå-

âié ðåëàêñàöi¨, à ôîðìóëà (4.30) � îáåðíåíié ëîãàðèôìi÷íié, ïðî ÿêi ìè ïîãîâî-

ðèìî â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

ßê çàçíà÷àëîñÿ â ðîçäiëi 1, ñòåïåíåâà ïîâåäiíêà ¹ äóæå ðîçïîâñþäæåíîþ

äëÿ àíîìàëüíèõ ÿâèù ðiçíî¨ ïðèðîäè i âçàãàëi � âèçíà÷àëüíîþ äëÿ ïðîöåñiâ

iç ñòàòèñòèêîþ Ëåâi. Òàê, àñèìïòîòè÷íà ðåëàêñàöiéíà çàëåæíiñòü (4.41) ñïî-

ñòåðiãà¹òüñÿ äëÿ äðîáîâîãî áðîóíiâñüêîãî ðóõó [340, 341], äiåëåêòðè÷íî¨ ðåëàê-

ñàöi¨ ïîëÿðíèõ ìîëåêóë [69, 70], äèíàìiêè íàäîõîëîäæåíèõ ðiäèí [342], îáîðîò-

íèõ áiìîëåêóëÿðíèõ õiìi÷íèõ ðåàêöié [59,343,344], ïðîöåñiâ âèïàäêîâî¨ àäñîðá-

öi¨ [64,65,345�348] i ò.ä. Âiäìiòèìî, ùî ïðè öüîìó äëÿ êîíêðåòíî¨ ñèñòåìè íàÿâíi

â ðiâíÿííi (4.41) ïàðàìåòðè ÷iòêî çàäàþòüñÿ âëàñòèâîñòÿìè ìîäåëi.

4.2.2. Надважкi хвости розподiлiв часiв очiкування

Àíàëîãi÷íî äî ïiäðîçäiëó 2.1 íàäâàæêi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi õàðàêòåðèçó-

þòüñÿ òèì, ùî ¨õ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ïðè 𝜏 →∞ îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì

𝑝±(𝜏) ∼ 𝜚±(𝜏)

𝜏
. (4.42)

Â öüîìó âèðàçi 𝜚±(𝜏) � ôóíêöi¨, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi. Çà-

äëÿ çáåðåæåííÿ óìîâè íîðìóâàííÿ ãóñòèí 𝑝±(𝜏) íà 𝜚±(𝜏) íàêëàäà¹òüñÿ óìîâà
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𝜚±(𝜏) = 𝑜(1/ ln 𝜏) ïðè 𝜏 →∞ .

Äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ, ÿê i ðàíiøå, çðó÷íî ââåñòè ôóíêöi¨

𝑉 ±(𝜏) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏𝑝±(𝜏), (4.43)

ðiâíi éìîâiðíîñòi òîãî, ùî ÷àñè î÷iêóâàííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) â âåðõíüîìó/íèæíüîìó

ïîëîæåííÿõ ïåðåâèùóþòü 𝑡 . Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ, íåâàæêî ïî-

êàçàòè, ùî lim𝑡→∞ 𝑉
±(𝜈𝑡)/𝑉 ±(𝑡) = 1 äëÿ äîâiëüíîãî 𝜈 > 0 , òîáòî ôóíêöi¨

𝑉 ±(𝑡) òàêîæ âiäíîñÿòüñÿ äî êëàñó òèõ, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åí-

íîñòi. Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ôóíêöié, ùî ïîâiëüíî çìiíþþòüñÿ íà

íåñêií÷åííîñòi [301,302], íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðè 𝑠→∞

𝜑±𝑠 = 𝑠𝑉 ±𝑠 =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜏𝑒−𝜏𝑉 ±(𝜏/𝑠) ∼ 𝑉 ±(1/𝑠). (4.44)

ßê i ó ðàçi âàæêèõ õâîñòiâ, ïðîâåäåìî ðîçðàõóíêè äëÿ 𝑝+(𝜏) ≫ 𝑝−(𝜏) . Â

ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó â îòðèìàíèõ ôîðìóëàõ ñëiä ïîìiíÿòè ìiñöÿìè iíäåêñè

“+ � i “− �, à ôóíêöiþ 𝜇(𝑡) çàìiíèòè íà −𝜇(𝑡) . Òàê ÿê iç öèõ ïðèïóùåíü âè-

ïëèâà¹ 𝑉 +(1/𝑠) ≫ 𝑉 −(1/𝑠) ïðè 𝑠 → 0 , òî iç ôîðìóë (4.44) i (4.23) ñëiäó¹, ùî

𝜇(𝑡) ∼ 1 ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó. Òàêèì ÷èíîì, ìè çíîâó ïðèõîäèìî äî

íåîáõiäíîñòi âèêîðèñòîâóâàòè äîïîìiæíó ôóíêöiþ ℎ(𝑡) = 1−𝜇(𝑡) i àñèìïòîòè-

÷íå ñïiââiäíîøåííÿ (4.26). Ïiäñòàâëÿþ÷è â íüîãî ôîðìóëó (4.44) i çàñòîñîâóþ÷è

òàóáåðîâó òåîðåìó (4.21)�(4.22), îòðèìó¹ìî ℎ𝑠 ∼ 2𝑉 −(1/𝑠)[𝑠𝑉 +(1/𝑠)]−1 , à çíà-

÷èòü çàêîí ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝑉 −(𝑡)

𝑉 +(𝑡)
. (4.45)

ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíåìî êëàñ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ, ùî äàþòüñÿ ãóñ-

òèíàìè éìîâiðíîñòi [187,194]

𝑝±(𝜏) =
(𝑟± − 1) ln𝑟±−1 𝜂±

(𝜂± + 𝜏) ln𝑟±(𝜂± + 𝜏)
(4.46)
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ç ïàðàìåòðàìè 𝑟± > 1 ( 𝑟+ < 𝑟− , òàê ÿê ìè ââàæà¹ìî, ùî ïðè âåëèêèõ 𝜏

𝑝+(𝜏) ≫ 𝑝−(𝜏) ) i 𝜂± > 1 , ùî ãàðàíòó¹ äîäàòíiñòü òà íîðìîâàíiñòü 𝑝±(𝜏) . Çà

öèõ óìîâ éìîâiðíîñòi

𝑉 ±(𝑡) =

(︂
ln 𝜂±

ln(𝜂± + 𝑡)

)︂𝑟±−1

, (4.47)

à çíà÷èòü iç âèðàçó (4.45) îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2 ln𝑟−−1 𝜂−

ln𝑟+−1 𝜂+

1

ln𝑟−−𝑟+ 𝑡
. (4.48)

Ïðè 𝑟− − 𝑟+ = 1 îñòàííÿ ðiâíiñòü äà¹ îáåðíåíèé ëîãàðèôìi÷íèé çàêîí

𝜇(𝑡) ∼ 1− ̃︀𝜂
ln 𝑡

, (4.49)

äå ìè ïîêëàëè ̃︀𝜂 = 2 ln𝑟−−1 𝜂−/ ln𝑟+−1 𝜂+ .

Â òîé æå ÷àñ ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó 𝑝±(𝜏) = 𝑝(𝜏) ôîðìóëè (4.38) i

(4.44) ïðèâîäÿòü äî âèðàçó 𝜇𝑠 ∼ 1/(2𝑠)𝑉 (1/𝑠) ïðè 𝑠→∞ . Iç öi¹¨ àñèìïòîòèêè

íà îñíîâi òàóáåðîâî¨ òåîðåìè îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) ∼ 1

2
𝑉 (𝑡) (4.50)

ïðè 𝑡→∞ . Íàïðèêëàä, ÿêùî çàäàòè

𝑝(𝜏) =
ln 𝜂

(𝜂 + 𝜏) ln2(𝜂 + 𝜏)
(4.51)

(𝜂 > 1) , òî éìîâiðíiñòü 𝑉 (𝑡) = ln 𝜂/ ln(𝜂 + 𝑡) i âèðàç (4.50) äà¹ îáåðíåíó

ëîãàðèôìi÷íó ðåëàêñàöiþ

𝜇(𝑡) ∼ ln 𝜂

2 ln 𝑡
. (4.52)

Äëÿ ñèìåòðè÷íèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ (ôîðìóëè (4.39) òà (4.50)) ôóíê-
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öiÿ 𝜇(∞) ̸= ±1 , òîáòî ïðîöåñ 𝑓(𝑡) ç ÷àñîì íå ïðÿìó¹ äî îäíîãî iç ñâî¨õ ðiâíî-

âàæíèõ ñòàíiâ (+1 àáî −1 ). Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà ïîñòiéíî áóäå çäiéñíþâàòè

ñòðèáêè ìiæ âåðõíiì i íèæíiì ïîëîæåííÿì, i ÷àñè ïåðåáóâàííÿ â êîæíîìó iç

íèõ áóäóòü îäíîãî ïîðÿäêó. À îñêiëüêè 𝜇(∞) = 0 , òî öå îçíà÷à¹, ùî ç ïëèíîì

÷àñó éìîâiðíiñòü çíàéòè ïðîöåñ 𝑓(𝑡) â âåðõíüîìó àáî íèæíüîìó ïîëîæåííi áóäå

ðiâíà 1/2.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè óìîâà lim𝑡→∞ 𝑡
𝑎𝑉 ±(𝑡) =∞ çáåðiãà¹òüñÿ äëÿ âñiõ

𝑎 > 0 , òî â ôîðìóëàõ (4.45) òà (4.50) ôóíêöiÿ 𝜇(𝑡) ïðÿìó¹ äî ãðàíè÷íîãî

çíà÷åííÿ ïîâiëüíiøå, íiæ áóäü-ÿêà ñòåïåíåâà. ×åðåç öå ðåëàêñàöiéíi ïðîöåñè

ç òàêîþ àñèìïòîòè÷íîþ ïîâåäiíêîþ ìè íàçèâà¹ìî íàäïîâiëüíèìè. Áiëüø òîãî,

íàäïîâiëüíi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè (4.45) òà (4.50) (ÿê i ôîðìóëà (4.30)) õàðàêòå-

ðèçóþòüñÿ òèì, ùî 𝜇(𝑡) ∼ 𝜇(𝑡/𝑇 ) äëÿ áóäü-ÿêîãî 𝑇 > 0 ïðè 𝑡→∞ . Òîáòî äëÿ

öèõ çàêîíiâ â àñèìïòîòè÷íîìó ðåæèìi òèïîâèé ÷àñ ðåëàêñàöi¨ ¹ íåâèçíà÷åíèì.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä, íà âiäìiíó âiä ñòåïåíåâî¨ ïîâåäiíêè, íàäïîâiëüíi ðåëàê-

ñàöiéíi çàêîíè òà çàêîíè, ùî ìiñòÿòü ëîãàðèôìi÷íi ôóíêöi¨, ¹ äîâîëi íåçâè÷-

íèìè. Îäíàê âîíè çíàõîäÿòü øèðîêå çàñòîñóâàííÿ ïðè ïîáóäîâi òåîðåòè÷íèõ

ìîäåëåé òà ïîÿñíåííi ñïîñòåðåæóâàíèõ äàíèõ, ïîâ'ÿçàíèõ iç ðiçíîìàíiòíèìè

ïðîöåñàìè ïîãëèíàííÿ òà óùiëüíåííÿ. Äëÿ ðîçóìiííÿ äåÿêèõ ìåõàíiçìiâ, ùî

ïðèçâîäÿòü äî òàêî¨ íàäïîâiëüíî¨ åâîëþöi¨ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì, ñëiäóþ÷è ðî-

áîòi [85], ìè ðîçãëÿíåìî ïðîñòå åâðèñòè÷íå ïîÿñíåííÿ îáåðíåíî¨ ëîãàðèôìi÷íî¨

çàëåæíîñòi äëÿ ìîäåëi, ùî îïèñó¹ ïðîöåñ óùiëüíåííÿ ãðàíóë.

Íåõàé ìà¹ìî àíñàìáëü îäíàêîâèõ ñôåðè÷íèõ ÷àñòèíîê îá'¹ìîì 𝒱 òà ñå-

ðåäíüîþ ãóñòèíîþ 𝜌 , ÿêi ïîìiùåíî ó âiáðóþ÷èé öèëiíäðè÷íèé ðåçåðâóàð. Ïiä

ñåðåäíüîþ ãóñòèíîþ ðîçóìi¹òüñÿ âiäíîøåííÿ îá'¹ìó, ÿêèé çàéìàþòü ÷àñòèíêè,

äî âñüîãî îá'¹ìó ðåçåðâóàðó. ×àñè î÷iêóâàííÿ ìiæ ïîñëiäîâíèìè êîëèâàííÿìè

ðåçåðâóàðó äîñèòü âåëèêi, ùîá ÷àñòèíêè âñòèãëè ïðèéòè ó ñïîêié ïåðåä íàñòóï-

íèì êîëèâàííÿì. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç 𝒱0 îá'¹ì ïóñòîãî ïðîñòîðó, ùî ïðèõîäèòüñÿ

íà îäíó ÷àñòèíêó, òîäi 𝜌 = 𝒱/(𝒱+𝒱0) àáî, ùî àëüòåðíàòèâíî, 𝒱0 = 𝒱(1−𝜌)/𝜌 .

Ïîìiñòèìî êóëüêè â óÿâíèé ÿùèê, ðîçìiðè ÿêîãî íàáàãàòî áiëüøi çà ¨õ äiàìåòð.

Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñëî êóëüîê â ÿùèêó çáiëüøèëîñÿ íà îäèíèöþ, ÷àñòèíà êóëüîê â
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íüîìó ïîâèííà ïåðåãðóïóâàòèñÿ òàêèì ÷èíîì, ùî çâiëüíèòè îá'¹ì äëÿ ùå îäíi-

¹¨. Íåõàé öå ÷èñëî äîðiâíþ¹ 𝒩 , òîäi 𝒩𝒱0 = 𝒱 , à òîìó 𝒩 = 𝜌/(1 − 𝜌) . ßêùî

ðóõ ÷àñòèíîê íåñêîðåëüîâàíèé, òî ÷àñ 𝒯 , ÿêèé âèòðà÷à¹òüñÿ íà òàêå ïåðåãðó-

ïóâàííÿ, áóäå çðîñòàòè åêñïîíåíöiàëüíî iç çáiëüøåííÿì 𝒩 , òîáòî 𝒯 ∼ 𝑒𝒩 .

Øâèäêiñòü çìiíè ãóñòèíè 𝜌 áóäå ïðîïîðöiéíîþ îá'¹ìó ïóñòîãî ïðîñòîðó, ÿêèé

ïðèïàäà¹ íà îäíó ÷àñòèíêó, òà îáåðíåíî ïðîïîðöiéíîþ äî ÷àñó, ùî âèòðà÷à¹òüñÿ

íà ïåðåãðóïóâàííÿ ÷àñòèíîê. Òàêèì ÷èíîì, 𝑑𝜌/𝑑𝑡 ∝ 𝒱0/𝒯 i çâiäñè îòðèìó¹ìî

ðiâíÿííÿ

𝑑𝜌

𝑑𝑡
= (1− 𝜌)𝑒−𝜌/(1−𝜌), (4.53)

íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ïðè 𝑡→∞ ¹

𝜌(𝑡) ≃ 1− 1

ln 𝑡
. (4.54)

ßê ìè áà÷èìî, çàëåæíiñòü (4.54) âiäïîâiäà¹ ðåëàêñàöiéíié ôîðìóëi (4.49) ç ̃︀𝜂 =

1 , à òàêîæ ôîðìóëi (4.30) ç 2𝜏/𝑞+ = 1 .

Çîêðåìà, äàíà ðåëàêñàöiéíà çàëåæíiñòü áóëà åêñïåðèìåíòàëüíî ïiäòâåðä-

æåíà ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñó óùiëüíåííÿ ãðàíóë ìîíîäèñïåðñíîãî ñêëà ó âiá-

ðóþ÷ié öèëiíäðè÷íié òðóái [84, 97, 98]. Âèõîäÿ÷è íå iç åâðèñòè÷íèõ, à áiëüø

ôóíäàìåíòàëüíèõ çàñàä, ðiâíÿííÿ (4.53) ìîæå áóòè îòðèìàíî íà îñíîâi òåîði¨

ñåðåäíüîãî ïîëÿ [87] àáî òåîði¨ i¹ðàðõi÷íèõ êiíåòè÷íèõ ðiâíÿíü [86] ïðè äîñëi-

äæåííi ïðîöåñiâ àäñîðáöi¨-äåñîðáöi¨, óùiëüíåííÿ ãðàíóëüîâàíèõ ìàòåðiàëiâ, êi-

íåòèêè îñàäæåíèõ íà ëiíiéíèõ ïîâåðõíÿõ ìàòåðiàëiâ. Òî÷íiøèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨

ìîäåëi ïîêàçó¹, ùî ðåëàêñàöiÿ äî êiíöåâîãî çíà÷åííÿ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ

÷àñó áóäå ñëiäóâàòè çàêîíó [86,87]

𝜌(𝑡) ≃ 1− 1

ln(𝑡 ln 𝑡)
. (4.55)

Êðiì òîãî, çà äåùî âèäîçìiíåíèõ óìîâ ðåëàêñàöiéíà ïîâåäiíêà ó çãàäóâàíèõ



144

ñèñòåìàõ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ çàëåæíîñòi [86]

𝜌(𝑡) ≃ 1− 1

ln[2𝑡 ln2(2𝑡)]
(4.56)

(𝑡≫ 1) .

Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëè (4.55) i (4.56) âèïëèâàþòü iç çàêîíó

íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨ (4.45), ÿêùî ïîêëàñòè

𝑉 +(𝑡) ∼ 1

ln𝑟−1(𝑡 ln 𝑡)
, 𝑉 −(𝑡) ∼ 1

ln𝑟(𝑡 ln 𝑡)
(4.57)

òà

𝑉 +(𝑡) ∼ 1

ln𝑟−1[2𝑡 ln2(2𝑡)]
, 𝑉 −(𝑡) ∼ 1

ln𝑟[2𝑡 ln2(2𝑡)]
(4.58)

âiäïîâiäíî (ïàðàìåòð 𝑟 > 1 ). Çðîçóìiëî, ùî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó âiäïî-

âiäíèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏) ìîæíà îòðèìàòè iç ñïiââiäíîøåííÿ 𝑝±(𝜏) =

−(𝑑/𝑑𝜏)𝑉 ±(𝜏) .

Ïîðiâíÿííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ 𝜇(𝑡) ó ñèìåò-

ðè÷íîìó âèïàäêó äëÿ âàæêèõ òà íàäâàæêèõ õâîñòiâ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàí-

íÿ 𝑝(𝜏) ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 4.4. ßê ìè áà÷èìî, ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ 𝜇(𝑡)

ó ðåæèìi íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨ ïðÿìó¹ äî íóëÿ íàáàãàòî ïîâiëüíiøå, íiæ ó

ðåæèìi ïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨.

Модифiкованi степеневi режими релаксацiї

Âèâ÷èìî òåïåð ñèòóàöiþ, êîëè õâiñò ëèøå îäíi¹¨ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi, ñêà-

æiìî 𝑝+(𝜏) , ÿâëÿ¹òüñÿ íàäâàæêèì. Â öüîìó âèïàäêó íåîáõiäíî îêðåìî ðîçãëÿ-

íóòè òðè ðiçíèõ õàðàêòåðè ïîâåäiíêè 𝑝−(𝜏) : (𝑎) âàæêèé õâiñò ç 𝛼− ∈ (0, 1) ;

(𝑏) âàæêèé õâiñò ç 𝛼− = 1 ; (𝑐) 𝑝−(𝜏) ìà¹ ñêií÷åííå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 𝜏− . Î÷å-

âèäíî, ùî äî âèïàäêó (c) âõîäÿòü ÿê âàæêi ðîçïîäiëè 𝑝−(𝜏) ç 𝛼− ∈ (1, 2] , òàê

i ðîçïîäiëè iç ñêií÷åííîþ äèñïåðñi¹þ. Äëÿ âèïàäêó (𝑎) äîñòàòíüî ïiäñòàâèòè

íåîáõiäíi àñèìïòîòèêè (4.24) i (4.44) â ôîðìóëó (4.26), ùîá íà îñíîâi òàóáåðîâî¨
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Ðèñ. 4.4. Àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ 𝜇(𝑡) äëÿ ðåæèìiâ ïî-
âiëüíî¨ ñòåïåíåâî¨ òà íàäïîâiëüíî¨ ðåëàêñàöi¨. Ëèíiÿ 1 ïîêàçó¹ ïîâiëüíó ñòåïå-
íåâó ðåëàêñàöiþ (4.39) ç ïàðàìåòðàìè 𝑞 = 1 òà 𝛼 = 1 , à ëiíiÿ 2 âiäïîâiäà¹
íàäïîâiëüíié ðåëàêñàöi¨ (4.52) ç 𝜂 = 2 .

òåîðåìè îòðèìàòè

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝑞−𝑡
−𝛼−

𝛼−𝑉 +(𝑡)
. (4.59)

Â ñèòóàöi¨ (𝑏) i (𝑐) çàäàìî äîïîìiæíó ôóíêöiþ ℎ(𝑡) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏 [1−𝜇(𝑡)] , äëÿ ÿêî¨

ïðè ìàëèõ 𝑠 âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

ℎ𝑠 ∼
2𝜑−𝑠
𝑠2𝜑+

𝑠

. (4.60)

Ïðè îòðèìàííi îñòàííüî¨ ôîðìóëè ìè âðàõóâàëè âèðàç (4.23). Çâiäñè äëÿ âè-

ïàäêó (𝑏) çíàõîäèìî

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝑞−
𝑉 +(𝑡)𝑡

[︂
1 +

𝑡 ln(𝑡)𝑝+(𝑡)

𝑉 +(𝑡)

]︂
, (4.61)
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à äëÿ âèïàäêó (𝑐)

𝜇(𝑡) ∼ 1− 2𝜏−𝑝
+(𝑡)

[𝑉 +(𝑡)]2
. (4.62)

Çâåðíåìî óâàãó, ùî â ôîðìóëi (4.59) ôiãóðóþòü äâà çàëåæíèõ âiä ÷àñó

÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçêëàäó 𝜇(𝑡) . Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî äëÿ ðiçíèõ ãóñ-

òèí éìîâiðíîñòi 𝑝+(𝜏) îñíîâíèé âêëàä â âèðàç 1 − 𝜇(𝑡) ìîæå âíîñèòè êî-

æåí iç öèõ ÷ëåíiâ, àáî îáèäâà ìàòè îäíàêîâèé ïîðÿäîê ìàëîñòi. Íàïðèêëàä,

ÿêùî âèáðàòè ðîçïîäiëè 𝑝+(𝜏) òàêi, ùî éìîâiðíiñòü âiäñóòíîñòi ñòðèáêà ðiâíà

𝑉 +(𝑡) = 1/ ln ln 𝑡 , 1/ ln 𝑡 i exp(− ln 𝑡/ ln ln 𝑡) , òî äëÿ ðiâíÿííÿ (4.59) îñíîâíèé

âêëàä â êâàäðàòíèõ äóæêàõ áóäå çàäàâàòèñÿ ïåðøèì, îáîìà (îñêiëüêè äðóãèé

÷ëåí íà íåñêií÷åííîñòi ïðÿìó¹ äî îäèíèöi) i äðóãèì ÷ëåíîì âiäïîâiäíî.

Îòæå, âiäìi÷à¹ìî ùî ìîäèôiêîâàíi ñòåïåíåâi ðåëàêñàöiéíi ðåæèìè (4.59),

(4.61) i (4.62) äàâàòèìóòüñÿ àñèìïòîòè÷íîþ çàëåæíiñòþ

𝜇(𝑡) ∼ 1− 𝑈(𝑡)

(𝑡/𝑇 )𝛽
(4.63)

ç âiäïîâiäíèì õâîñòîâèì iíäåêñîì 𝛽 , ÷àñîì ðåëàêñàöi¨ 𝑇 òà 𝑈(𝑡) � ôóíêöi¹þ,

ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åíîñòi. ßêùî çàäàòè íàäâàæêèé ðîçïîäië

𝑝+(𝜏) ó âèãëÿäi (4.46), òî áà÷èìî, ùî ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó öi çàêîíè

ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi ìîäèôiêîâàíî¨ ñïåïåíåâî¨ ôóíêöi¨

𝜇(𝑡) ∼ 1− ln𝜁 𝑡

(𝑡/𝑇 )𝜗
, (4.64)

äå 𝜁 = 𝑟+ − 1 , 𝜗 = 𝛼− äëÿ (4.59); 𝜁 = 𝑟+ − 1 , 𝜗 = 1 äëÿ (4.61); 𝜁 = 𝑟+ − 2 ,

𝜗 = 1 äëÿ (4.62); a òèïîâèé ÷àñ ðåëàêñàöi¨ 𝑇 âèçíà÷à¹òüñÿ iç âiäïîâiäíî¨ àñèì-

ïòîòèêè 𝜇(𝑡) ç óðàõóâàííÿì ôîðìóëè (4.46). Êëàñ ðåëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ (4.64),

çîêðåìà, ¹ õàðàêòåðíèì äëÿ ïðîöåñiâ âèïàäêîâî¨ àäñîðáöi¨ íà îäíî- òà áàãà-

òîøàðîâèõ ïîâåðõíÿõ [347, 349, 350]. Òàêi ìîäåëi âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó

ïðîöåñiâ óùiëüíåííÿ òà çëèïàííÿ êîëî¨äíèõ ÷àñòèíîê àáî ïðîòå¨íiâ íà òâåðäèõ

ïîâåðõíÿõ òîùî.
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Â òàêèõ ìîäåëÿõ âiäïîâiäíi ïàðàìåòðè çàëåæàòü âiä õàðàêòåðèñòèê ñèñòå-

ìè: ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó, ïðîñòîðîâî¨ ñòðóêòóðè ãðàíóë, îñîáëèâîñòåé àäñîð-

áóþ÷î¨ ïîâåðõíi i ò.ä. Áiëüø òîãî, â çàëåæíîñòi âiä öèõ ïàðàìåòðiâ ðåëàêñàöiÿ

â òàêèõ ñèñòåìàõ áóäå ïðîÿâëÿòè ñóòò¹âî ðiçíó åâîëþöiþ: ñòåïåíåâó, ìîäèôiêî-

âàíîþ ñòåïåíåâó ÷è íàäïîâiëüíó. Âñi öi òðè êëàñè çàëåæíîñòåé âiäíîñÿòü äî òàê

çâàíèõ ôóíêöié, ÿêi ïðàâèëüíî çìiíþþòüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi (regularly varying

functions) [301, 302] i äîáðå îïèñóþòüñÿ â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíî¨ â ðîáîòi êîíöå-

ïöi¨. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ïðîöåñ ïîãëèíàííÿ ãðàíóë çðó÷íî iíòåðïðåòó¹òüñÿ

ç òî÷êè çîðó äâîðiâíåâî¨ àïðîêñèìàöi¨: ñèñòåìà ìîæå áóòè â íèæíüîìó ñòàíi

(ÿêùî æîäíî¨ ãðàíóëè íå ïîãëèíóòî) òà â âåðõíüîìó (ÿêùî âñi ãðàíóëè ïîãëèíó-

òî), à àäñîðáöiÿ-äåñîðáöiÿ ¹ âèïàäêîâèì ïðîöåñîì ç ïåâíèìè ÷àñàìè î÷iêóâàííÿ

â ìîæëèâèõ ñòàíàõ. Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî ïðîöåñè âèïàäêîâî¨ àäñîðáöi¨ áåðóòü

ñâié ïî÷àòîê âiä ïiîíåðñüêèõ äîñëiäæåíü À. Ðåíüi [351, 352], ÿêèé ðîçãëÿäàâ

ïîñëiäîâíó àäñîðáöiþ îäíàêîâèõ ëiíiéíèõ ñåãìåíòiâ â îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîði

(�car parking problem�) (äèâ. îãëÿäè [64,348]).

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêàõ ìîäèôiêîâàíî¨ ñòåïåíåâî¨ ïîâåäiíêè (4.59),

(4.61) òà (4.62) ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïåðåõiäíi ðåæèìè ìiæ ñòåïåíåâîþ ðåëàêñàöi-

¹þ ç ðiçíèìè õâîñòîâèìè iíäåêñàìè, íå çâàæàþ÷è íà òå, ùî ÷àñè ïåðåáóâàííÿ â

îäíîìó iç ñòàíiâ (äëÿ ïðèâåäåíèõ ðîçðàõóíêiâ � ó âåðõíüîìó) ðîçïîäiëåíi iç íà-

äâàæêèìè ãóñòèíàìè. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî äëÿ äîäàòíüîãî ïàðàìåòðó

𝑎 i áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ 𝐿(𝑡) , ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, ìà¹ ìiñöå

ñïiââiäíîøåííÿ 𝑡−𝑎 ≪ 𝐿(𝑡) ≪ 𝑡𝑎 ïðè 𝑡 → ∞ [301, 302]. Îòæå, öi ðåëàêñàöiéíi

ôóíêöi¨ áóäóòü îáìåæåíi ñòåïåíåâèìè çàêîíàìè: 1− 1/𝑡𝜃−𝜖 < 𝜇(𝑡) < 1− 1/𝑡𝜃+𝜖 ,

äå ïàðàìåòð 𝜃 = 𝛼− äëÿ âèïàäêó (4.59) òà 𝜃 = 1 äëÿ âèïàäêiâ (4.61) i (4.62),

à âåëè÷èíà 𝜖 > 0 ïðèéìà¹ ÿê çàâãîäíî ìàëi çíà÷åííÿ. Òîáòî íà ôiêñîâàíèõ ií-

òåðâàëàõ ôóíêöi¨, ùî ïîâiëüíî çìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííîñòi, âåäóòü ñåáå ìàéæå

ÿê êîíñòàíòà, à òîìó òàêi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè i íàçèâàòèìåìî ìîäèôiêîâàíèìè

ñòåïåíåâèìè.

Íà ðèñóíêó 4.5 ïîêàçàíî ïðèêëàä ïîâåäiíêè çàêîíó ðåëàêñàöi¨ ó âèïàä-

êó, êîëè ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑝+(𝜏) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íàäâàæêèì õâîñòîì, à
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ãóñòèíà 𝑝−(𝜏) � âàæêèì õâîñòîì ç ïàðàìåòðîì 𝛼− ∈ (1, 2] (ôîðìóëà (4.29)).

Ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.17) i ìåòîä ÷èñåëüíîãî ìîäåëþâàííÿ àíà-

ëîãi÷íèé ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëó.

Ðèñ. 4.5. Çàêîí ðåëàêñàöi¨ ó âèïàäêó, êîëè ãóñòèíà 𝑝+(𝜏) ìà¹ íàäâàæêèé õâiñò
i çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.51) ç 𝜂 = 2 , à 𝑝−(𝜏) ìà¹ âèãëÿä (4.37) i âàæêèé
õâiñò ñ iíäåêñîì 𝛼− = 1.5 . Ñóöiëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ òî÷íîìó çàêîíó ðåëàêñà-
öi¨ 𝜇(𝑡) , îòðèìàíîìó çà äîïîìîãîþ ðîçâ'ÿçàííÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.17);
òðèêóòíèêè ïîêàçóþòü ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ; à ïóíêòèðíà ëiíiÿ
âiäïîâiäà¹ àñèìïòîòè÷íié ôîðìóëi (4.61).

4.2.3. Дробове рiвняння для недебаєвської релаксацiї

Â ðàìêàõ ïðåäñòàâëåíîãî â ðîáîòi ôîðìàëiçìó äðîáîâå ðåëàêñàöié-

íå ðiâíÿííÿ äëÿ 𝜇(𝑡) ñëiäó¹ iç çàãàëüíîãî çàêîíó (4.18), ÿêùî ó ÿêîñòi

ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ âçÿòè ãóñòèíó Ìiòòàã-Ëåôôëåðà [311] 𝑝(𝜏) =

− 𝑑
𝑑𝜏𝐸𝛼[−1

2(𝜏/̃︀𝑇 )𝛼] ç iíäåêñîì 𝛼 ∈ (0, 1) i ìàñøòàáíèì ïàðàìåòðîì ̃︀𝑇 , ùî ïî-
â'ÿçàíèé ç ÷àñîì ðåëàêñàöi¨. Çàçíà÷èìî, ùî òî÷íi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè, ùî çó-

ìîâëþþòüñÿ ðîçïîäiëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ìè ðîçãëÿíåìî â íàñòóïíîìó ðîç-

äiëi. Öÿ ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ìà¹ âàæêi õâîñòè 𝑝(𝜏) ∼ 𝑞/𝜏 1+𝛼 ç ïàðàìåòðîì
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𝑞 = 2𝛼̃︀𝑇 𝛼/Γ(1− 𝛼) . Òàêèì ÷èíîì, ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

𝑝𝑠 =
1

1 + 2̃︀𝑇 𝛼𝑠𝛼
, (4.65)

à òîìó

𝜇𝑠 =
1

𝑠+ ̃︀𝑇−𝛼𝑠1−𝛼
. (4.66)

Äàëi ââåäåìî äðîáîâó ïîõiäíó Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ [319]

0𝒟−𝛼𝑡 𝜇(𝑡) =
1

Γ(𝛼)

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡′

(𝑡− 𝑡′)1−𝛼𝜇(𝑡′). (4.67)

òà âiçüìåìî äî óâàãè, ùî ℒ
{︀

0𝒟−𝛼𝑡 𝜇(𝑡)
}︀

= 𝑠−𝛼𝜇𝑠 . Òàêèì ÷èíîì, âèðàç (4.66)

çâîäèòüñÿ äî äðîáîâîãî ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ

𝜇(𝑡)− 1 = −̃︀𝑇−𝛼0𝒟−𝛼𝑡 𝜇(𝑡), (4.68)

ðîçâ'ÿçêîì ÿêîãî ¹

𝜇(𝑡) = 𝐸𝛼

[︁
−(𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

]︁
. (4.69)

Çàóâàæèìî, ùî ïðè 𝛼 = 1 òàêà ðåëàêñàöiÿ çâîäèòüñÿ äî åêñïîíåíöiàëüíî¨.

Íàãàäà¹ìî, ùî 𝐸𝛼(𝑧)� ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà [313,314,353], ùî ó êëà-

ñè÷íîìó ïîäàííi çàäà¹òüñÿ ðÿäîì

𝐸𝛼(𝑧) =
∞∑︁
0

𝑧𝑛

Γ(𝛼𝑛+ 1)
. (4.70)

Âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ (4.69) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïîâåäiíêîþ

𝐸𝛼

[︁
−(𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

]︁
∼ exp

[︃
− (𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

Γ(1 + 𝛼)

]︃
(4.71)
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ïðè 𝑡/̃︀𝑇 ≪ 1 òà

𝐸𝛼

[︁
−(𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

]︁
∼ (𝑡/̃︀𝑇 )−𝛼

Γ(1− 𝛼)
(4.72)

ïðè 𝑡/̃︀𝑇 ≫ 1 , ùî óçãîäæó¹òüñÿ ç ñèìåòðè÷íèì ðåëàêñàöiéíèì çàêîíîì (4.39),

ÿêùî ïîêëàñòè ̃︀𝑇 = [𝑞Γ(1− 𝛼)/(2𝛼)]1/𝛼 .

Òàêèì ÷èíîì, âiäìi÷à¹ìî, ùî äàíèé ðåæèì ðåëàêñàöi¨ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

çàêîíîì Êîëüðàóøà-Óiëëÿìñà-Óîòòñà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó òà ñòåïåíåâîþ

ïîâåäiíêîþ ïðè âåëèêèõ. Ïðèâåäåìî âèðàçè äëÿ 𝜇(𝑡) äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè, à

ñàìå: 𝜇(𝑡) ∼ exp [−(𝑡/𝑇short)
𝛼] ç ÷àñîì 𝑇short = ̃︀𝑇 [Γ(1 + 𝛼)]1/𝛼 (𝑡/̃︀𝑇 ≪ 1) òà

𝜇(𝑡) ∼ (𝑡/𝑇long)
−𝛼 ç ÷àñîì 𝑇long = ̃︀𝑇/ [Γ(1− 𝛼)]1/𝛼 (𝑡/̃︀𝑇 ≫ 1) . Òîáòî ïiñëÿ ïî-

äàííÿ àñèìïòîòèê çàêîíó ðåëàêñàöi¨ äëÿ ìàëèõ òà âåëèêèõ çíà÷åíü ÷àñó ÷åðåç

åëåìåíòàðíi ôóíêöi¨ ìè áà÷èìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ôîðìàëüíî ÷àñè ðå-

ëàêñàöi¨ äëÿ íåäåáà¹âñüêèõ ïðîöåñiâ çìiíþþòüñÿ ïðè ïåðåõîäàõ ìiæ ðåæèìàìè.

Îòæå, îòðèìàíi â ïiäðîçäiëi 4.2 òèïîâi ÷àñè ðåëàêñàöi¨ ñëiä ââàæàòè àñèìïòî-

òè÷íèìè ÷àñàìè ðåëàêñàöi¨, îñêiëüêè äëÿ ðiçíèõ ôóíêöié 𝜇(𝑡) ïîâåäiíêà ïðè

𝑡→∞ ìîæå áóòè îäíàêîâîþ, à ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ 𝑡 � ðiçíîþ (äèâ., íàïðè-

êëàä, ðèñ. 5.4 ó ðîçäiëi 5).

Iíøèì ìåòîäîì ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ (4.68) âèâîäèòüñÿ iç äðîáîâîãî ðiâ-

íÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà äëÿ ïîëÿðíèõ ìîëåêóë, ùî çäiéñíþþòü îáåðòàëüíèé

áðîóíiâñüêèé ðóõ [69�71]. Ïðè öüîìó âèðàç (4.69) áóäå îïèñóâàòè ðåëàêñàöiþ

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ äèïîëüíîãî ìîìåíòó â ñèñòåìi, à ôóíêöiÿ (4.69) òî÷íî

ïðèâîäèòè äî ðiâíÿííÿ Êîóëà-Êîóëà [30, 46, 67, 69�71]. Âiäìiòèìî, ùî ðiâíÿííÿ

Êîóëà-Êîóëà âïåðøå áóëî åìïiðè÷íî âñòàíîâëåíî ó 1941 ðîöi [68] ïðè ïîÿñíåí-

íi åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ ñòîñîâíî ðåëàêñàöi¨ ïîëÿðíèõ äiåëåêòðèêiâ. Çãiäíî

ç íèì çàëåæíiñòü êîìïëåêñíî¨ ñïðèéíÿòëèâîñòi 𝜒 âiä ÷àñòîòè 𝜔 çîâíiøíüîãî

çìiííîãî ïîëÿ (ïðè éîãî âêëþ÷åííi) äà¹òüñÿ âèðàçîì

𝜒(𝜔)

𝜒0
=

1

1 + (𝑖𝜔 ̃︀𝑇 )𝛼
, (4.73)
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äå 𝜒0 = Re𝜒(0) i âèçíà÷à¹òüñÿ, âèõîäÿ÷è iç ïàðàìåòðiâ êîíêðåòíî¨ ìîäåëi. Öå

ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè, âèêîðèñòàâøè îòðèìàíèé çàêîí ðåëàêñàöi¨ (4.69) òà

òåîðiþ ëiíiéíîãî âiäãóêó [69,70] ç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî

𝜒(𝜔)

𝜒0
=

∫︁ ∞
0

𝑑𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡
[︂
−𝑑𝜇(𝑡)

𝑑𝑡

]︂
= 1− 𝑖𝜔

∫︁ ∞
0

𝑑𝑡𝑒−𝑖𝜔𝑡𝜇(𝑡). (4.74)

Äàëi ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî 𝜇(𝑡) = 𝐸𝛼

[︁
−(𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

]︁
, à òîìó ℒ

{︁
𝐸𝛼

[︁
−(𝑡/̃︀𝑇 )𝛼

]︁}︁
=

1/(𝑠+ ̃︀𝑇−𝛼𝑠1−𝛼) . I, ïîêëàâøè 𝑠 = 𝑖𝜔 , iç (4.74) çíàõîäèìî âèðàç (4.73).

Äðîáîâi ðåëàêñàöiéíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü íåñèìåòðè÷íó ðåëàêñàöiþ ìî-

æíà çíàéòè, äiþ÷è àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì. Ïðîòå â öèõ âèïàäêàõ äðîáîâi ðiâíÿí-

íÿ ìàòèìóòü ñóòò¹âî ñêëàäíiøó ñòðóêòóðó, à îòðèìàíi çàëåæíîñòi ìiñòèòèìóòü

óçàãàëüíåíèé ðÿä ôóíêöié Ìiòòàã-Ëåôôëåðà (äèâ. ïiäðîçäië 5.3). Âòiì, âðàõî-

âóþ÷è òîé ôàêò, ùî íàñ ãîëîâíèì ÷èíîì öiêàâëÿòü àñèìïòîòè÷íi ðåëàêñàöiéíi

çàêîíè, äîöiëüíî çíàéòè ïðîñòå äðîáîâå ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ ðåëàêñàöiéíî¨

ôóíêöi¨ 𝜇e�(𝑡) , ÿêà áóäå åêâiâàëåíòíîþ âñòàíîâëåíèì ðåëàêñàöiéíèì çàêîíàì

ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó, òîáòî 𝜇e�(𝑡) ∼ 𝜇(𝑡) ïðè 𝑡→∞ .

Çíàéäåìî òàêi àñèìïòîòè÷íi äðîáîâi ðiâíÿííÿ äëÿ íåñèìåòðè÷íèõ ñòåïåíå-

âèõ çàëåæíîñòåé, ùî äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (4.27), (4.29) i (4.35). Âèïàäêè, ùî

ïðèâîäÿòü äî ìîäèôiêîâàíî¨ ñòåïåíåâî¨ òà íàäïîâiëüíî¨ ïîâåäiíêè ìè ðîçãëÿ-

äàòè íå áóäåìî, îñêiëüêè íàâiòü â àñèìïòîòè÷íîìó ðåæèìi äëÿ íèõ íå iñíó¹

ïðîñòîãî äðîáîâîãî ðåëàêñàöiéíîãî ðiâíÿííÿ. Âiäøòîâõóþ÷èñü âiä àñèìïòîòèê

𝜇(𝑡) i ôîðìóëè (4.72), íåâàæêî çðîçóìiòè, ùî äëÿ 𝑝+(𝜏) ≫ 𝑝−(𝜏) íåîáõiäíà

åôåêòèâíà ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ìà¹ âèãëÿä

𝜇e�(𝑡) = 𝜇∞ − 𝐸𝛽

[︀
−(𝑡/𝑇e�)𝛽

]︀
. (4.75)

Òóò äëÿ ôîðìóëè (4.27) � 𝜇∞ = 1 , 𝑇e� = 𝑇1[Γ(1 − 𝛽)]1/𝛽 i 𝛽 = 𝛼− − 𝛼+ ; äëÿ

ôîðìóëè (4.29) � 𝜇∞ = 1 , 𝑇e� = 𝑇3[Γ(1 − 𝛽)]1/𝛽 i 𝛽 = 1 − 𝛼+ ; à äëÿ ôîðìóëè

(4.29) � 𝜇∞ = (𝜏+−𝜏−)/(𝜏++𝜏−) , 𝑇e� = 𝑇5[Γ(1−𝛽)]1/𝛽 i 𝛽 = 𝛼+−1 . Íàãàäà¹ìî,

ùî ÷àñè 𝑇1,3,5 äàþòüñÿ âèðàçàìè (4.31), (4.33) i (4.36) âiäïîâiäíî.
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Äàëi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ 0𝒟−𝛽𝑡 [1] = 𝑡𝛽/Γ(1 + 𝛽) [319], âñòàíîâëþ-

¹ìî, ùî øóêàíå äðîáîâå ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ åôåêòèâíî¨ ðåëàêñàöiéíî¨

ôóíêöi¨ ó íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó çàïèñó¹òüñÿ ÿê

𝜇e�(𝑡)−
𝑇−𝛽e� 𝜇∞

Γ(1 + 𝛽)
𝑡𝛽 = −𝑇−𝛽e� 0𝒟−𝛽𝑡 𝜇e�(𝑡). (4.76)

Â òîé æå ÷àñ iç (4.39) i (4.68) âèïëèâà¹, ùî ñèìåòðè÷íà åôåêòèâíà ðåëàêñàöiéíà

ôóíêöiÿ 𝜇e�(𝑡) çàäîâiëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.68), ÿêùî ïîêëàñòè 𝜇(𝑡) = 𝜇e�(𝑡) ĩ︀𝑇 = 𝑇e� = 𝑇6[Γ(1− 𝛼)]1/𝛼, äå 𝑇6 çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.40).

Недебаєвськi релаксацiйнi режими

Çâåðíåìî óâàãó, ùî íåäåáà¹âñüêi ðåëàêñàöiéíi ðåæèìè ÷àñòî ïîÿñíþþòüñÿ

âèõîäÿ÷è iç iäå¨, ùî ìàêðîñêîïi÷íà ðåëàêñàöiÿ â ñèñòåìi ¹ ðåçóëüòàòîì ñóïåð-

ïîçèöi¨ êëàñè÷íèõ äåáà¹âñüêèõ ïðîöåñiâ iç ðiçíèìè íåçàëåæíèìè âèïàäêîâèìè

ðåëàêñàöiéíèìè ÷àñàìè äëÿ îêðåìèõ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ñèñòåìè [49,69�71].

Òàêèì ÷èíîì, ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ ïðîöåñ ðåëàêñàöi¨ â ñèñòåìi, ¹ óñåðåäíåííÿì

äåáà¹âñêîãî ñïàäàííÿ âiäíîñíî âèïàäêîâîãî ÷àñó ðåëàêñàöi¨ 𝑇 ′

𝜇(𝑡) = ⟨𝑒−𝑡/𝑇 ′⟩ =

∫︁ ∞
0

𝑑𝑇 ′𝑒−𝑡/𝑇
′
𝜌(𝑇 ′), (4.77)

äå 𝜌(𝑇 ′)� ðîçïîäië ÷àñiâ ðåëàêñàöi¨ 𝑇 ′ .

Òàêà ïðîñòà iíòåðïðåòàöiÿ íåäåáà¹âñüêèõ ðåæèìiâ ¹ çðó÷íîþ äëÿ îïèñàí-

íÿ âiäîìèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ Êîóëà-Êîóëà [68], Êîóëà-

Äåâiäñîíà [354], Ãàâðiëüÿêà-Íåãàìi [355, 356] òîùî. À âòiì, äàíå ïðåäñòàâëåííÿ

íå ïðèéíÿòíå â çàãàëüíîãî âèïàäêó. Çîêðåìà, iç ôîðìóëè (4.77) áà÷èìî, ùî â

ðàìêàõ öi¹¨ êîíöåïöi¨ íå âäà¹òüñÿ îïèñàòè íåìîòîíîííi ðåæèìè ðåëàêñàöi¨.

Iíøèì çðó÷íèì ïiäõîäîì îïèñó íåäåáà¹âñüêèõ ðåëàêñàöiéíèõ ïàòåðíiâ ¹ ìå-

òîä ñóáîðäèíàöiéíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ (äèâ. ïiäðîçäië 1.3.3), ùî ïîâ'ÿçàíi

ç êëàñîì áåçìåæíî ïîäiëüíèõ ðîçïîäiëiâ [105]. Íàãàäà¹ìî, ùî âèïàäêîâà âåëè-

÷èíà ¹ íåñêií÷åííî ïîäiëüíîþ, ÿêùî ¨¨ ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ñóìó (ç áóäü-ÿêîþ

êiëüêiñòþ ÷ëåíiâ) íåçàëåæíèõ i îäíàêîâî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Ïî-
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ÿñíèìî êîðîòêî iäåþ öüîãî ìåòîäó, îñêiëüêè â äåÿêèõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ âií

äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè àíàëîãi÷íi äî ïðåäñòàâëåíèõ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðåçóëü-

òàòè. Çãiäíî ç êîíöåïöi¹þ ñóáîðäèíàöiéíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ ôiçè÷íèé ÷àñ 𝑡

ïiñëÿ ðåíäîìiçàöi¨ ââàæà¹òüñÿ çàëåæíèì âiä âíóòðiøíüîãî (îïåðàöiéíîãî) ÷àñó

𝜐 . Îòæå, â ñèñòåìi ìà¹ìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ 𝑡(𝜐) , ùî âiäïîâiäà¹ çà ôiçè÷íèé

÷àñ 𝑡 òà ìà¹ ðîçïîäië 𝐹 (𝑡, 𝜐) , òà îáåðíåíèé äî íüîãî âèïàäêîâèé ïðîöåñ 𝜐(𝑡) ,

ùî âiäïîâiäà¹ çà îïåðàöiéíèé ÷àñ i ìà¹ ðîçïîäië 𝐺(𝜐, 𝑡) .

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäõîäi, ùî âèðàæà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (4.77), ïðîöåñ ðåëàêñà-

öi¨ â ñèñòåìi áóâ ñóïåðïîçèöi¹þ íåçàëåæíèõ äåáà¹âñüêèõ ïðîöåñiâ. Îäíàê, ÿêùî

äèïîëi âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ àáî ç íàâêîëèøíiì ñåðåäîâèùåì, òî ¨õ âêëàä â

ðåëàêñàöiþ â ñèñòåìi íå áóäå åêñïîíåíöiàëüíèé. Â ðîáîòàõ [357,358] äåáà¹âñüêèé

ðåëàêñàöiéíèé ðåæèì ââàæàþòü âèïàäêîâèì òà çàëåæíèì íå âiä ôiçè÷íîãî ÷àñó

𝑡 , à âiä îïåðàöiéíîãî 𝜐 . Òàêèì ÷èíîì, ðåëàêñàöiéíèé çàêîí çàïèñó¹òüñÿ ÿê

𝜑(𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜐 𝜑𝐷(𝜐)𝐺(𝜐, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜐 𝑒−𝜆𝜐𝐺(𝜐, 𝑡), (4.78)

äå ïàðàìåòð 𝜆 âèçíà÷à¹òüñÿ ìiêðîñêîïi÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè ñèñòåìè (íàïðè-

êëàä, çàäàâàòèñÿ ãàìiëüòîíiàíîì âçà¹ìîäi¨ ÷è çîëîòèì ïðàâèëîì Ôåðìi).

Äëÿ áåçìåæíî ïîäiëüíîãî ïðîöåñó 𝑡(𝜐) iç ôîðìóëè Ëåâi-Õií÷iíà ñëiäó¹

ñïiââiäíîøåííÿ [105] ⟨𝑒−𝑠𝑡(𝜐)⟩ = 𝑒−𝜐Ψ(𝑠) , äå Ψ(𝑠)� ïîêàçíèê Ëàïëàñà (ñóáîð-

äèíàòîð). Ïðè öüîìó ôóíêöiÿ Ψ(𝑠) ìà¹ áóòè íåâiä'¹ìíîþ ç ïî÷àòêîâèì çíà-

÷åííÿì Ψ(0) = 0 òà ïîõiäíîþ 𝑑Ψ(𝑠)/𝑑𝑠 , ÿêà ¹ öiëêîì ìîíîòîííîþ ôóíêöi¹þ

(completely monotonic function). Ôóíêöi¨ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè âiäíîñÿòüñÿ

äî êëàñó ôóíêöié Áåðíøòåéíà [359]. Âèõîäÿ÷è ç çàçíà÷åíèõ ïåðåäóìîâ, ìîæíà

ïîêàçàòè, ùî ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ ìàòèìå âèãëÿä [357,358]

𝜑(𝑡) = 1− 𝜆
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜐𝑀(𝑡− 𝜐)𝜑(𝜐). (4.79)

äå 𝑀(𝑡) = ℒ−1 {1/Ψ(𝑠)}� ôóíêöiÿ ïàì'ÿòi.

Ñóáîðäèíàöiéíèé ïiäõiä îñîáëèâî çðó÷íèé ïðè îïèñàííi àíîìàëüíèõ ðåëàê-
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ñàöiéíèõ ïðîöåñiâ, ùî çàäàþòüñÿ ñòåïåíåâèìè ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòi ÷è ñó-

ìiøøþ ðiçíèõ âèïàäêîâèõ ïðîöåñiâ. Êëþ÷îâèì äëÿ äàíîãî ïiäõîäó ¹ íåîáõi-

äíiñòü çíàííÿ âiäïîâiäíîãî ñóáîðäèíàòîðó Ψ(𝑠) äëÿ áåçìåæíî ïîäiëüíîãî ïðî-

öåñó 𝑡(𝜐) . Â áàãàòüîõ âèïàäêàõ òàêi ñóáîðäèíàòîðè âiäîìi, îñêiëüêè ïîâ'ÿçàíi

ç âàæëèâèìè ðîçïîäiëàìè, à ñàìå: ãàóññîâèì, îáåðíåíèì ãàóññîâèì, 𝛼 -ñòiéêèì

ðîçïîäiëîì Ëåâi, ïîëåãøåíèì (tempered) 𝛼 -ñòiéêèì ðîçïîäiëîì Ëåâi, åêñïîíåí-

öiàëüíèì, ãàììà-ðîçïîäiëîì, ñêëàäåíèì (compound) ðîçïîäiëîì Ïóàññîíà, ðîç-

ïîäiëàìè Ïàðåòî, Ëiííèêà, Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òîùî [105].

Çâåðíåìî óâàãó, ùî ïðåäñòàâëåíèé ó ðîáîòi ìåòîä ïðèéíÿòíèé äëÿ áóäü-

ÿêèõ íåñèìåòðè÷íèõ òà ñèìåòðè÷íèõ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì i íå àïåëþ¹ äî íåîá-

õiäíîñòi âèêîðèñòàííÿ ñàìå êëàñó áåçìåæíî ïîäiëüíèõ ðîçïîäiëiâ. Öåé ôàêò

äîçâîëÿ¹ äîñëiäæóâàòè ðåëàêñàöiþ òàêîæ i â ñèñòåìàõ, ùî íå ïîâ'ÿçàíi ç òàêè-

ìè ðîçïîäiëàìè àáî äëÿ ÿêèõ çíàõîäæåííÿ ñóáîðäèíàòîðó ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ.

Âîäíî÷àñ â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó, ÿêùî ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñèìåòðè÷íîþ

ðåëàêñàöi¹þ, à ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑝(𝜏) òàêà, ùî ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

𝑝𝑠 =
1

1 + 2Ψ(𝑠)/𝜆
, (4.80)

ðåëàêñàöiéíå ðiâíÿííÿ (4.19) çâîäèòüñÿ äî (4.79) (ç òî÷íiñòþ äî ïîçíà÷åíü). Íà-

ïðèêëàä, ÿêùî âçÿòè ñóáîðäèíàòîð Ëåâi Ψ(𝑠) = 𝑠𝛼 òà ïàðàìåòð iíòåíñèâíîñòi

𝜆 = ̃︀𝑇−𝛼 , òî ôîðìóëà (4.80) çàäà¹ ãóñòèíó Ìiòòàã-Ëåôôëåðà (4.65).

Ïðèâåäåìî îáãðóíòóâàííÿ, ùî ïðåäñòàâëåííÿ (4.80) äiéñíî âiäïîâiäà¹ ãóñ-

òèíi éìîâiðíîñòi â ïðîñòîði Ëàïëàñà. Íåõàé ìà¹ìî öiëêîì ìîíîòîííó ôóíêöiþ

𝑓1(𝑠) òà íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ 𝑓2(𝑠) ç öiëêîì ìîíîòîííîþ ïîõiäíîþ. Íàãàäà¹ìî,

ùî ôóíêöiÿ 𝑓1(𝑠) ¹ öiëêîì ìîíîòîííîþ, ÿêùî (−1)𝑛(𝑑𝑛/𝑑𝑠𝑛)𝑓1(𝑠) ≥ 0 äëÿ

𝑛 = 0,∞ . Iç ôîðìóëè Ôàà-äi-Áðóíî [360] äëÿ ïîõiäíî¨ âiä êîìïîçèöi¨ ôóíêöié

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ 𝑓1[𝑓2(𝑠)] òàêîæ ¹ öiëêîì ìîíîòîííîþ. Ïîêëàâøè 𝑓1(𝑠) =

1/(1 + 𝑠) òà 𝑓2(𝑠) = 2Ψ(𝑠)/𝜆 , áà÷èìî, ùî ôîðìóëà (4.80) âèçíà÷à¹ öiëêîì

ìîíîòîííó ôóíêöiþ. À òîìó iç òåîðåìè Áåðíøòåéíà [105] âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

𝑝(𝜏) = ℒ−1{𝑝𝑠} ¹ ãóñòèíîþ éìîâiðíîñòi.
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Висновки до роздiлу 4

1. Íà îñíîâi òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü ïîáóäîâàíî ìî-

äåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, äëÿ ÿêèõ ñòðóêòóðíi åëå-

ìåíòè ¹ íåçàëåæíèìè îäèí âiä îäíîãî, à ¨õ âëàñòèâîñòi çìiíþþòüñÿ çãiäíî ç

äèõîòîìi÷íèì âèïàäêîâèì ïðîöåñîì. Îòðèìàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî îïè-

ñó¹ ïðîöåñ ðåëàêñàöi¨ â çàçíà÷åíèõ ñèñòåìàõ i ïîêàçó¹, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó

ñèñòåìà ¹ íåëîêàëüíîþ ó ÷àñi, à òîìó ïðîÿâëÿ¹ åôåêòè ïàì'ÿòi òà àíîìàëüíó

ïîâåäiíêó.

2. Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íó ó ÷àñi ïîâåäiíêó çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ äëÿ äîñëiä-

æóâàíèõ ïðîöåñiâ çà óìîâè, ùî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ñèñòåìè â

�âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ ìàþòü âàæêi òà/àáî íàäâàæêi õâîñòè. Ïðî-

âåäåíî êëàñèôiêàöiþ îòðèìàíèõ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, iç ÿêî¨ ñëiäó¹, ùî

ðåëàêñàöiéíi çàêîíè áóäóòü óíiâåðñàëüíèìè äëÿ äàíîãî òèïó ñèñòåì i â çàëåæ-

íîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ïðîÿâëÿòèìóòü ñòåïåíåâó, ìî-

äèôiêîâàíó ñòåïåíåâó àáî íàäïîâiëüíó åâîëþöiþ.

3. Çàçíà÷åíî çâ'ÿçîê îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ç âiäîìèìè ïiäõîäàìè äî îïè-

ñó íåäåáà¹âñüêèõ ðåëàêñàöiéíèõ ðåæèìiâ, à òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè ôiçè÷íèõ

ñèñòåì, ó ÿêèõ ñïîñòåðiãàþòüñÿ ÷àñòêîâi âèïàäêè çíàéäåíèõ ó ðîçäiëi ðåëàêñà-

öiéíèõ çàêîíiâ. Êðiì òîãî, âñòàíîâëåíî ïðîñòi äðîáîâi ðiâíÿííÿ, àñèìïòîòè÷íè-

ìè ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ ¹ çíàéäåíi ñòåïåíåâi ðåëàêñàöiéíi çàëåæíîñòi.

4. Íà äîäàòîê ïðîâåäåíî ÷èñëîâi ðîçðàõóíêè, à ñàìå: ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ

äîñëiäæóâàíîãî ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó i ÷èñëîâèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíèõ iíòåã-

ðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi äóæå äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ìiæ ñîáîþ i ïîâíiñòþ ïiäòâåðä-

æóþòü àíàëiòè÷íî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ÿêi ïðåäñòàâëåíi ó ðîçäiëi, îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [5,6].
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РОЗДIЛ 5

ТОЧНI РЕЗУЛЬТАТИ ДЛЯ РЕЛАКСАЦIЙНИХ ПРОЦЕСIВ У

ДВОРIВНЕВИХ СИСТЕМАХ

Â äàíîìó ðîçäiëi ìè çíàéäåìî òî÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ ðåëàêñàöiéíèõ ïðî-

öåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ, ùî ñòîñóþòüñÿ äåáà¨âñüêî¨ ðåëàêñàöi¨, à òàêîæ

àíîìàëüíèõ ðåëàêñàöié Åðëàíãà, Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà Ëåâi. Äî òîãî æ ìè îòðè-

ìà¹ìî ðiâíÿííÿ òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ðiçíèöi ÷àñiâ

ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â äîçâîëåíèõ ñòàíàõ òà çíàéäåìî éîãî òî÷íi ðîçâ'ÿçêè ó

âèïàäêó óçàãàëüíåíîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó. Çðîçóìiëî, ùî òàêi ðîçïîäiëè òiñ-

íî ïîâ'ÿçàíi ç ðåëàêñàöiéíèìè ïðîöåñàìè, îñêiëüêè øâèäêiñòü çìiíè ñåðåäíüîãî

çíà÷åííÿ öi¹¨ ðiçíèöi áóäå äîðiâíþâàòè ñàìå âåëè÷èíi ðåëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨

(äèâ. ïiäðîçäië 5.5). À çíà÷èòü âîíè äàþòü ìîæëèâiñòü áiëüø ãëèáøå äîñëiäèòè

âëàñòèâîñòi ðåëàêñàöiéíîãî ïðîöåñó. Îòðèìàíi òî÷íi ðåçóëüòàòè öiêàâi òèì, ùî

äîçâîëÿþòü ïðîñòåæèòè ïîâåäiíêó äâîðiâíåâî¨ ñèñòåìè ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ

÷àñó, ïîêàçóþòü ðiçíîìàíiòíiñòü ðåëàêñàöiéíèõ ðåæèìiâ, i, êðiì òîãî, ¨õ ìîæíà

âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ ïåðåâiðêè àïðîêñèìàöiéíèõ ñõåì.

5.1. Експоненцiальна релаксацiя

Îáãîâîðèìî ìîæëèâiñòü îïèñàííÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêó äåáà¹âñüêî¨ ðåëàê-

ñàöi¨¨, âèõîäÿ÷è iç çàïðîïîíîâàíî¨ ìîäåëi ðåëàêñàöiéíîãî ïðîöåñó. Ó öüîìó ðà-

çi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñó î÷iêóâàííÿ ¹ åêñïîíåíöiàëüíèìè, òîáòî 𝑝±(𝜏) =

𝜏−1
± 𝑒
−𝑡/𝜏± , äå ïàðàìåòð 𝜏± äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â

âåðõíüîìó/íèæíüîìó ïîëîæåííÿõ. Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî çà öèõ óìîâ iíòåã-

ðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.17) çâîäèòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíîãî

𝑑

𝑑𝑡
𝜇(𝑡) +

(︂
1

𝜏+
+

1

𝜏−

)︂
𝜇(𝑡) +

(︂
1

𝜏+
− 1

𝜏−

)︂
= 0 (5.1)

iç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ 𝜇(0) = 1 . ßê ìè áà÷èìî, ñèñòåìà íå ïðîÿâëÿ¹ åôåêòiâ

ïàì'ÿòi, ùî i ïîòðiáíî äëÿ êëàñè÷íié ñèòóàöi¨. Ðîçâ'ÿçîê îñòàííüîãî ðiâíÿííÿ



157

ìà¹ ïðîñòèé ÷èñòî åêñïîíåíöiàëüíèé âèãëÿä

𝜇(𝑡) = (1− 𝜇∞)𝑒−𝑡/𝑇 + 𝜇∞, (5.2)

äå 𝜇∞ = (𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) , 𝑇 = 𝜏+𝜏−/(𝜏+ + 𝜏−) . Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ

÷àñiâ ðåëàêñàöi¨ 𝑇 â öüîìó ðîçäiëi ìîæå âiäðiçíÿòèñÿ âiä çíà÷åíü öi¹¨ âåëè÷èíè

â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Ïðèêëàäè ïîâåäiíêè äåáà¹âñüêî¨ ðåëàêñàöi¨ ïðè ðiç-

íèõ ñåðåäíiõ ÷àñàõ î÷iêóâàííÿ ñèñòåìè â âåðõíüîìó òà íèæíüîìó ïîëîæåííÿõ

ïîêàçàíî íà ðèñóíêó 5.1.

Ðèñ. 5.1. Ðåëàêñàöiéíi çàêîíè ó âèïàäêó åêñïîíåíöiàëüíèõ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ î÷i-
êóâàííÿ ïðè (1) 𝜏+ = 2, 𝜏− = 1 ; (2) 𝜏+ = 𝜏− = 1 òà (3) 𝜏+ = 1, 𝜏− = 2 .
Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü àíàëiòè÷íèì ðîçðàõóíêàì (5.2), à ñèìâîëè ïîêàçó-
þòü ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.

Âèõîäÿ÷è iç iíøèõ ìiðêóâàíü òà ïðè ïåâíèõ ïðèïóùåííÿõ ïðî ïîâåäiíêó ðå-

ëàêñàöiéíîãî ïðîöåñó, äàíà ôîðìóëà, íàïðèêëàä, îòðèìàíà â ðîáîòàõ [328�332],

äå âèâ÷à¹òüñÿ ðåëàêñàöiÿ ìàãíiòíîãî ìîìåíòó â ñèñòåìàõ îäíîîñíèõ íàíî÷àñ-

òèíîê â îáåðòîâîìó ìàãíiòíîìó ïîëi. Â äàíèõ ðîáîòàõ ñåðåäíi ÷àñè 𝜏± � öå

ôóíêöi¨ ïàðàìåòðiâ äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè, ùî áóëè çíàéäåíi çà äîïîìîãîþ âiä-

ïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Ôîêêåðà-Ïëàíêà. Ïðîòå iç ðiâíÿíü (4.16)�(4.19) âèäíî, ùî

äëÿ ðiçíèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏) ç îäíàêîâèì ñåðåäíiì çíà÷åíèåì (ïðè óìî-

âi, ùî âîíî ñêií÷åííå) çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ìîæóòü ñóòò¹âî âiäðiçíÿòèñÿ. Òàêèì
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÷èíîì, iñíóâàííÿ ñåðåäíüîãî ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â âåðõíüîìó i íèæíüî-

ìó ïîëîæåííÿõ ùå íå ãàðàíòó¹, ùî çàêîí ðåëàêñàöi¨ áóäå åêñïîíåíöiàëüíèì.

Òîáòî ïðè çíàõîäæåííi çàêîíà ðåëàêñàöi¨ äëÿ êîíêðåòíî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè ìè

ïîâèííi âðàõîâóâàòè äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ ïðî õàðàêòåð ¨¨ ïîâåäiíêè. Òèì íå

ìåíø, ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ 𝜇(𝑡) çàëåæèòü òiëüêè âiä ñåðåäíiõ çíà÷åíü 𝜏± i ðiâíå

𝜇(∞) = (𝜏+ − 𝜏−)/(𝜏+ + 𝜏−) (äèâ. ðîçäië 4).

5.2. Релаксацiя Ерланга

Íåõàé äâîðiâíåâà ñèñòåìà õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ãàììà-ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ î÷i-

êóâàííÿ â äîçâîëåíèõ ñòàíàõ [361]

𝑝±(𝜏) = Θ±𝜏
𝜅±−1𝑒−𝜆±𝜏 , (5.3)

äå Θ± = 𝜆
𝜅±
± /Γ(𝜅±) , 𝜅± � äîäàòíi ïàðàìåòðè, ÿêi âèçíà÷àþòü ôîðìó ðîçïîäiëiâ,

i 𝜆± � äîäàòíi ìàñøòàáíi ïàðàìåòðè, ùî ïîâ'ÿçàíi ç iíòåíñèâíîñòÿìè ïåðåõîäiâ

ñèñòåìè ìiæ ñòàíàìè (ñåðåäíié ÷àñ ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â ïîëîæåííÿõ ±1 :

𝜏± = 𝜅±/𝜆± ).

Íàéáiëüø âiäîìèì ÷àñòêîâèì ïðèêëàäîì ãàììà-ðîçïîäiëó ¹ ôóíäàìåíòàëü-

íèé ðîçïîäië Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ iäåàëüíîãî ãàçó: 𝑔(𝐸) =

1
Γ(𝐷/2)(𝑘𝐵𝒯 )𝐷/2𝐸

𝐷/2−1 exp(−𝐸/𝑘𝐵𝒯 ) , äå 𝒯 � àáñîëþòíà òåìïåðàòóðà, 𝑘𝐵 � ñòàëà

Áîëüöìàíà i 𝐷 � ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó. Êðiì òîãî, ãàììà-ðîçïîäiëè âèíèêàþòü

ïðè äîñëiäæåííi ïðîöåñó óùiëüíåííÿ çåðíèñòèõ ìàòåðiàëiâ [362], åêîíîìi÷íî-

ãî òðåéäèíãó [363, 364], âèïàäêîâîìó ðóñi ç ïåðåêëþ÷åííÿì øâèäêîñòåé [365],

iíòåðïðåòàöi¨ ïàðàìåòðà íååêñòåíñèâíîñòi ó ñòàòèñòèöi Öàëëiñà [366].

ßêùî ó ôîðìóëi (5.3) ïàðàìåòð 𝜅± ¹ öiëèì äîäàòíiì ÷èñëîì, òî öi ãóñòèíè

íàçèâàþòü ðîçïîäiëàìè Åðëàíãà. Ðîçïîäië Åðëàíãà òiñíî ïîâ'ÿçàíèé ç åêñïî-

íåíöiàëüíèì i ïîêàçó¹ ÷àñ î÷iêóâàííÿ ìiæ 𝑛 ïîñëiäîâíèìè ïîäiÿìè äëÿ ïóàñ-

ñîíiâñüêîãî ïðîöåñó. Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ìè ìà¹ìî 𝑛 íåçàëåæíèõ âèïàäêîâèõ

âåëè÷èí, êîæíà iç ÿêèõ ìà¹ îäíàêîâèé åêñïîíåíöiàëüíèé ðîçïîäië iç ïàðàìå-

òðîì iíòåíñèâíîñòi 𝜆 , òî ¨õ ñóìà áóäå ìàòè ðîçïîäië Åðëàíãà ç ìàñøòàáíèì
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ïàðàìåòðîì ðiâíèì 𝜆 òà ïàðàìåòðîì ôîðìè ðiâíèì 𝑛 . Íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî

ðiâíÿííÿ (5.3) ïðè 𝜅± = 1 çàäà¹ åêñïîíåíöiàëüíi ðîçïîäiëè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ.

Äëÿ iëþñòðàöi¨ ðiçíîìàíiòíîñòi ïîâåäiíêè çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨ ìè çíàéäåìî

ðåëàêñàöiéíi çàêîíè äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó ðîçïîäiëiâ Åðëàíãà ç 𝜆+ ̸= 𝜆−

i 𝜅± = 𝜅 = 2 , òà äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ñèòóàöi¨ ç 𝜆± = 𝜆 i 𝜅± = 𝜅 ≥ 2 . Ìåòîäè

çíàõîäæåííÿ ðåëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó 𝜅+ ̸= 𝜅− áóäóòü

ñõîæèìè, àëå ðåçóëüòàòè ìîæóòü çíà÷íî óñêëàäíþâàòèñÿ (íàïðèêëàä, ìiñòè-

òè íåñêií÷åííèé ðÿä îñöèëþþ÷èõ ôóíêöié). Âèõîäÿ÷è ç öüîãî, ìè çîñåðåäèìî

óâàãó ëèøå íà äâîõ çàçíà÷åíèõ ïðèêëàäàõ.

Несиметрична релаксацiя

Ðîçãëÿíåìî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ ïðè 𝜅 = 2 . Iç

âèðàçó (5.3) îòðèìó¹ìî 𝑝±𝑠 = 𝜆2
±/(𝑠+ 𝜆±)2 , à òîìó iç (4.16) ñëiäó¹

𝜇𝑠 =
𝑠3 + 4𝑎𝑠2 + 4(𝜈2 + 𝑎𝑏)𝑠+ 4𝜈2𝑏

𝑠(𝑠+ 𝑠+)(𝑠+ 𝑠−)(𝑠+ 2𝑎)
, (5.4)

äå ìè ââåëè 𝑎 = (𝜆++𝜆−)/2 , 𝑏 = (𝜆−−𝜆+)/2 , 𝜈 =
√
𝜆+𝜆− i 𝑠± = 𝑎±

√
𝑎2 − 2𝜈2 .

Çàñòîñîâóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî âèðàçó (5.4) (äèâ. [306]), äëÿ

äàíîãî êëàñó äâîðiâíåâèõ ñèñòåì îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) =
𝜆− − 𝜆+

𝜆+ + 𝜆−

(︂
1 +

𝜆+

𝜆−
𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡

)︂
+
𝜆+

𝜆−

[︂
cosh (

√︀
𝑎2 − 2𝜈2 𝑡)

−(𝜆+ − 3𝜆−)
sinh (

√
𝑎2 − 2𝜈2 𝑡)

2
√
𝑎2 − 2𝜈2

]︂
𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡/2. (5.5)

Õî÷à ðåëàêñàöiéíi ôóíêöi¨ (5.2) i (5.5) ìàþòü îäíàêîâi ãðàíè÷íi çíà÷åííÿ

𝜇(∞) = (𝜆− − 𝜆+)/(𝜆+ + 𝜆−) , ¨õ ïîâåäiíêà ïðè ñêií÷åííèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó

iñòîòíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ. Çîêðåìà, ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó ôóíêöiÿ 1 − 𝜇(𝑡)

ïðîïîðöiéíà 𝑡 i 𝑡2 âiäïîâiäíî. Áiëüø òîãî, íà âiäìiíó âiä (5.2), ðåëàêñàöiéíà

ôóíêöiÿ (5.5) ïðè 𝑎2 − 2𝜈2 > 0 õàðàêòåðèçó¹òüñÿ òðüîìà ÷àñàìè ðåëàêñàöi¨,

íàéáiëüøèé iç ÿêèõ ðiâíèé 1/𝑠− .

Íàéöiêàâiøà ÿêiñíà âiäìiííiñòü ìiæ ðåëàêñàöiéíèìè çàêîíàìè (5.2) i (5.5)



160

ïðîÿâëÿ¹òüñÿ çà óìîâè 𝑎2− 2𝜈2 < 0 , òîáòî êîëè ïàðàìåòðè 𝜆± çàäîâîëüíÿþòü

íåðiâíiñòü

3− 2
√

2 <
𝜆+

𝜆−
< 3 + 2

√
2. (5.6)

Òàê ÿê â öüîìó ðàçi
√
𝑎2 − 2𝜈2 = 𝑖

√
2𝜈2 − 𝑎2 iç 2𝜈2− 𝑎2 > 0 , ãiïåðáîëi÷íi ôóí-

êöi¨ â ðiâíÿííi (5.5) ïîâèííi áóòè çàìiíåíi íà òðèãîíîìåòðè÷íi. Òàêèì ÷èíîì,

ââîäÿ÷è ïåðiîä êîëèâàíü öèõ ôóíêöié 𝑇 = 2𝜋/
√

2𝜈2 − 𝑎2 àáî

𝑇 =
4𝜋√︀

6𝜆+𝜆− − 𝜆2
+ − 𝜆2

−
, (5.7)

âèðàç (5.5) ïåðåïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi

𝜇(𝑡) =
𝜆− − 𝜆+

𝜆+ + 𝜆−

(︂
1 +

𝜆+

𝜆−
𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡

)︂
+
𝜆+

𝜆−

[︂
cos

(︂
2𝜋𝑡

𝑇

)︂
−(𝜆+ − 3𝜆−)

𝑇

4𝜋
sin

(︂
2𝜋𝑡

𝑇

)︂]︂
𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡/2. (5.8)

Çãiäíî ç öi¹þ ôîðìóëîþ, ÿêùî ìà¹ ìiñöå óìîâà (5.6), òî ôóíêöiÿ 𝜇(𝑡) ïðÿ-

ìó¹ äî âiäïîâiäíîãî ãðàíè÷íîãî çíà÷åííÿ 𝜇(∞) îñöèëþþ÷èì ÷èíîì. Öå öiêàâèé

i äîâîëi íåî÷iêóâàíèé ôàêò, îñêiëüêè ãóñòèíè éìîâiðíîñòi ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ íå

ìàþòü îñöèëþþ÷èõ ïåðiîäè÷íèõ ÷ëåíiâ. Îòðèìàíà iç ðiâíÿííÿ (5.8) íåìîíîòîí-

íà çàëåæíiñòü 𝜇(𝑡) âiä 𝑡 ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.2 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

iíòåíñèâíîñòi ïåðåõîäiâ 𝜆± . Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî äëÿ íåñèìåòðè÷íî¨ ñèòóàöi¨

âçÿòè ïàðàìåòð 𝑘 > 2 , òî ó îñöèëþþ÷îìó ðåæèìi íåìîíîòîííiñòü 𝜇(𝑡) áóäå

ìàòè ùå ñêëàäíiøó ôîðìó.

Симетрична релаксацiя

Ïðè 𝜅± = 𝜅 i 𝜆± = 𝜆 ìà¹ìî 𝑝𝑠 = 𝜆𝜅/(𝑠 + 𝜆)𝜅 i, âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ

(4.18), çíàõîäèìî

𝜇𝑠 =
1− (𝑠+ 𝜆)𝜅/𝜆𝜅

[1− (𝑠+ 𝜆)/𝜆][1 + (𝑠+ 𝜆)𝜅/𝜆𝜅]
. (5.9)
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Ðèñ. 5.2. Ðåëàêñàöiéíi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ç ðîçïîäiëàìè Åð-
ëàíãà ç ïàðàìåòðîì 𝜅 = 2 , à òàêîæ (1) 𝜆+ = 0.5, 𝜆− = 1 ; (2) 𝜆+ = 𝜆− = 1 i (3)
𝜆+ = 1, 𝜆− = 0.5 . Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü òåîðåòè÷íîìó ðåçóëüòàòó (5.8),
à ñèìâîëè ïîêàçóþòü ðåçóëüòàòè ìîäåëþâàííÿ. Ïåðiîäè 𝑇 òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöié â ðiâíÿííÿõ (5.8) äîðiâíþþòü 8𝜋/

√
7 , 2𝜋 i 8𝜋/

√
7 äëÿ âèïàäêiâ (1),

(2) i (3) âiäïîâiäíî.

Îñòàííié ðåçóëüòàò ïîêàçó¹, ùî 𝜇(𝑡) = 𝑒−𝜆𝑡𝑔(𝜆𝑡) , äå ôóíêöiÿ 𝑔(𝑡) çàäà¹òüñÿ çà

äîïîìîãîþ ¨¨ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

𝑔𝑠 =
1− 𝑠𝜅

(1− 𝑠)(1 + 𝑠𝜅)
. (5.10)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (1−𝑠𝜅)/(1−𝑠) =
∑︀𝜅

𝑗=1 𝑠
𝑗−1 i 1+𝑠𝜅 =

∏︀𝜅
𝑗=1(𝑠−

𝑎𝑗) , äå 𝑎𝑗 = 𝑒𝑖𝜋(2𝑗−1)/𝜅 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ 1 + 𝑠𝜅 = 0 , ìè ìîæåìî ïåðåïèñàòè

ôîðìóëó (5.10) â âèãëÿäi

𝑔𝑠 =

∑︀𝜅
𝑗=1 𝑠

𝑗−1∏︀𝜅
𝑗=1(𝑠− 𝑎𝑗)

. (5.11)

Äàëi, çàñòîñóâàâøè îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äî ðiâíÿííÿ (5.11)

(äèâ. çíîâó [306]), îòðèìó¹ìî

𝑔(𝑡) =
𝜅∑︁

𝑙=1

∑︀𝜅
𝑗=1 𝑎

𝑗−1
𝑙∏︀′𝜅

𝑗=1(𝑎𝑙 − 𝑎𝑗)
𝑒𝑎𝑙𝑡, (5.12)
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øòðèõ â äîáóòêó ïîêàçó¹, ùî 𝑗 ̸= 𝑙 . Öåé ðåçóëüòàò, ðàçîì ç òèì ôàêòîì, ùî∑︀𝜅
𝑗=1 𝑎

𝑗−1
𝑙 = 2/(1− 𝑎𝑙) , ïðèâîäèòü äî ôîðìóëè

𝜇(𝑡) = 2
𝜅∑︁

𝑙=1

𝑒−(1−𝑎𝑙)𝜆𝑡

(1− 𝑎𝑙)
∏︀′𝜅

𝑗=1(𝑎𝑙 − 𝑎𝑗)
. (5.13)

I, íàðåøòi, îñêiëüêè
∏︀′𝜅

𝑗=1(𝑎𝑙 − 𝑎𝑗) = 𝜅𝑎𝜅−1
𝑙 = −𝜅/𝑎𝑙 , òî ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ

(5.13) ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíà ÿê

𝜇(𝑡) =
𝜃𝜅
𝜅
𝑒−2𝜆𝑡 +

2

𝜅

[𝜅/2]∑︁
𝑙=1

[︂
cos(𝛽𝑙𝜆𝑡) +

𝛽𝑙
1− 𝛼𝑙

sin(𝛽𝑙𝜆𝑡)

]︂
𝑒−(1−𝛼𝑙)𝜆𝑡. (5.14)

Òóò 𝜃𝜅 = 0 àáî 1 , ÿêùî 𝜅 � ïàðíå ÷è íåïàðíå ÷èñëî âiäïîâiäíî, [𝜅/2] � öiëà

÷àñòèíà 𝜅/2 , à òàêîæ

𝛼𝑙 = cos

(︂
2𝜋𝑙 − 𝜋

𝜅

)︂
, 𝛽𝑙 = sin

(︂
2𝜋𝑙 − 𝜋

𝜅

)︂
. (5.15)

Îòæå, ó âiäïîâiäíîñòi ç ðiâíÿííÿì (5.14) ðåëàêñàöiÿ äî ãðàíè÷íîãî ñòàíó

𝜇(∞) = 0 òàêîæ âiäáóâà¹òüñÿ îñöèëþþ÷èì ÷èíîì. Ïðîòå, íà âiäìiíó âiä ðå-

ëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ (5.8), ÿêà îñöèëþ¹ ç îäíèì ïåðiîäîì 𝑇 , â äàíié ñèòóàöi¨

îñöèëþþ÷à ÷àñòèíà 𝜇(𝑡) ó çàãàëüíîìó âèïàäêó õàðàêòåðèçó¹òüñÿ äåêiëüêîìà

ïåðiîäàìè êîëèâàíü 𝑇𝑙 = 2𝜋/(𝛽𝑙𝜆) (ÿêùî 𝜅 ≥ 5 ).

Âiäìiòèìî, ùî îñöèëþþ÷èé ðåëàêñàöiéíèé çàêîí (5.14) ç 𝜅 = 2 ñïîñòåðiãà-

¹òüñÿ äëÿ ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì, ùî îïèñóþòüñÿ óçàãàëüíåíèì ðiâíÿííÿì Ëàí-

æåâåíà, ÿêå âðàõîâó¹ åôåêòè ïàì'ÿòi (çàâäÿêè ââåäåííþ iíòåãðàëüíîãî ÿäðà)

[367, 368]. Öi ðåçóëüòàòè ¹ íàñëiäêîì íåìàðêiâñüêî¨ äèôóçi¨ òà çíàõîäÿòü ñâî¹

çàñòîñóâàííÿ, íàïðèêëàä, ïðè àíàëiçi ôåíîìåíó òåìïåðàòóðíî¨ ðåëàêñàöi¨ ñè-

ñòåì, ùî ïåðåáóâàþòü ó êîíòàêòi ç òåïëîâèìè ðåçåðâóàðàìè [369].
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5.3. Релаксацiя Мiттаг-Леффлера

Â òåîði¨ ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ âàæëèâó ðîëü òàêîæ ãðà¹ ðåëàêñàöiÿ

Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà [311,

313,314] â ïåâíié ìiði ¹ àíàëîãîì åêñïîíåíöiàëüíié ôóíêöi¨ â äðîáíié äèíàìiöi,

îñêiëüêè ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàéïðîñòiøèõ äðîáíèõ ðiâíÿíü [319]. Êðiì òîãî, öi ôóí-

êöi¨ ¹ iíòåðïîëþþ÷èìè ìiæ ôóíêöiÿìè åêñïîíåíöiàëüíîãî òèïó òà ñòåïåíåâèìè,

à òîìó òàêà ðåëàêñàöiÿ ìîæå õàðàêòåðèçóâàòè ïåðåõîäè ìiæ ðiçíèìè ðåæèìà-

ìè ðåëàêñàöi¨. Çîêðåìà, öå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ïðè ïåðåõîäi âiä çàêîíó Êîëüðàóøà-

Óiëüÿìñà-Óîòòñà ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó äî ñòåïåíåâî¨ ïîâåäiíêè ïðè âåëè-

êèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó.

Àíàëîãi÷íî ïiäðîçäiëó 4.2.3 äëÿ áiëüø ïðîñòîãî ñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó ðîç-

ïîäië Ìiòòàã-Ëåôôëåðà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

𝑝(𝜏) = − 𝑑

𝑑𝜏
𝐸𝛼

(︂
− 𝜏𝛼

2𝑇 𝛼

)︂
=
𝜏𝛼−1

2𝑇 𝛼
𝐸𝛼,𝛼

(︂
− 𝜏𝛼

2𝑇 𝛼

)︂
. (5.16)

Òóò 𝐸𝛼(·) � îäíîïàðàìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà, 𝐸𝛼,𝛼(·) � óçàãàëü-

íåíà äâîïàðàìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà, ïàðàìåòð 𝛼 ∈ (0, 1] , à âå-

ëè÷èíà 𝑇 > 0 âèçíà÷à¹ ÷àñ ðåëàêñàöi¨. Òîäi ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ (5.16)

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑝𝑠 =
1

1 + 2𝑇 𝛼𝑠𝛼
. (5.17)

Ïiäñòàâëÿ÷è öåé âèðàç ôîðìóëó â ðiâíÿííÿ (4.18), îòðèìó¹ìî

𝜇𝑠 = 𝑇
(𝑇𝑠)𝛼−1

1 + (𝑇𝑠)𝛼
, (5.18)

à çâiäñè çíàõîäèìî çàêîí ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) = 𝐸𝛼[−(𝑡/𝑇 )𝛼]. (5.19)

Áiëüø äåòàëüíî âàæëèâiñòü ðîçïîäiëiâ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà îáãîâîðåíà â
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ïiäðîçäiëi 4.2.3. Êðiì òîãî, âiäìiòèìî çâ'ÿçîê ãóñòèíè éìîâiðíîñòi Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà ç iíøèìè ôóíäàìåíòàëüíèìè ðîçïîäiëàìè âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Íå-

õàé 𝑋 � åêñïîíåíöiàëüíî ðîçïîäiëåíà âèïàäêîâà âåëè÷èíà, à 𝑌 � 𝛼 -ñòiéêà âè-

ïàäêîâà âåëè÷èíà, òîäi âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑍 = 𝑋1/𝛼𝑌 áóäå ìàòè ðîçïîäië

Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Âîäíî÷àñ çàóâàæèìî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà 𝑋1/𝛼 ìà¹ âi-

äîìèé ðîçïîäië Âåéáóëëà. Öåé ôàêò ñëiäó¹ iç âëàñòèâîñòåé ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà

çàçíà÷åíèõ ðîçïîäiëiâ, à ñàìå

⟨𝑒−𝑍𝑠⟩𝑍 = ⟨⟨𝑒−(𝑋1/𝛼𝑠)𝑌 ⟩𝑌 ⟩𝑋 = ⟨𝑒−𝑋𝑠𝛼⟩𝑋 =
1

1 + 𝑠𝛼
. (5.20)

Òóò ⟨ · ⟩𝑄 � óñåðåäíåííÿ ïðîöåñó âiäíîñíî ðîçïîäiëó äåÿêî¨ âåëè÷èíè 𝑄 .

Ðîçãëÿíåìî òåïåð íåñèìåòðè÷íó ðåëàêñàöiþ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Äëÿ ïðî-

ñòîòè, íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè ïîêëàäåìî â ôîðìóëi (5.16) 2𝑇 𝛼 = 1 , òîäi

ãóñòèíè 𝑝±(𝜏) çàäàþòüñÿ ôîðìóëàìè

𝑝±(𝜏) = − 𝑑

𝑑𝜏
𝐸𝛼±(−𝜏𝛼±) = 𝜏𝛼±−1𝐸𝛼±,𝛼±(−𝜏𝛼±), (5.21)

äå 𝛼± ∈ (0, 1] i ¨õ ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

𝑝±𝑠 =
1

1 + 𝑠𝛼±
. (5.22)

Òàêèì ÷èíîì, iç ðiâíÿííÿ (4.16) ìà¹ìî

𝜇𝑠 =
𝑠𝛼 − 𝑠𝛽 + 𝑠𝛼+𝛽

𝑠(𝑠𝛼 + 𝑠𝛽 + 𝑠𝛼+𝛽)
, (5.23)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ 𝛼+ = 𝛼 i 𝛼− = 𝛽 . Öåé âèðàç íå ¹ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëà-

ñà äëÿ ñòàíäàðòíèõ ñïåöiàëüíèõ ôóíêöié, à òîìó ðåëàêñàöiéíó ôóíêöiþ 𝜇(𝑡)

çíàéäåìî çà äîïîìîãîþ êîìïëåêñíîãî iíòåãðóâàííÿ. Çàïèøåìî ôîðìóëó (5.23)

â íàñòóïíîìó âèãëÿäi

𝜇𝑠 =
1

𝑠
− 2

𝑠𝛽−𝛼−1

𝑠𝛽−𝛼 + 𝑠𝛽 + 1
. (5.24)
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Äàíå ïðåäñòàâëåííÿ çðó÷íå äëÿ îòðèìàííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

âiä 𝜇𝑠 ó âèïàäêó 𝛼 < 𝛽 . À ÿêùî 𝛽 < 𝛼 , òî âèðàç (5.23) íåîáõiäíî çàïèñàòè ó

òàêié ôîðìi (äèâ. ïîÿñíåííÿ äàëi)

𝜇𝑠 = −1

𝑠
+ 2

𝑠𝛼−𝛽−1 + 𝑠𝛼−1

𝑠𝛼−𝛽 + 𝑠𝛼 + 1
. (5.25)

Ó äîäàòêó Â çíàéäåíî, ùî çà óìîâè 𝛼 < 𝛽 iç ðiâíÿííÿ (5.24) ñëiäó¹ çàêîí

ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) = 1− 2

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−𝑥𝑡 ×

sin[𝜋(𝛽 − 𝛼)]𝑥𝛽−𝛼−1 − sin(𝜋𝛼)𝑥2𝛽−𝛼−1

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑥2𝛽−𝛼 + 2 cos[𝜋(𝛽 − 𝛼)]𝑥𝛽−𝛼 + 2 cos(𝜋𝛽)𝑥𝛽 + 𝑥2(𝛽−𝛼) + 𝑥2𝛽
.

(5.26)

ßêùî æ ìà¹ ìiñöå óìîâà 𝛽 < 𝛼 , òî iç ðiâíÿííÿ (5.25) îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) = −1 +
2

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−𝑥𝑡 ×

sin[𝜋(𝛼− 𝛽)]𝑥𝛼−𝛽−1 + sin(𝜋𝛼)𝑥𝛼−1

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼 + 2 cos[𝜋(𝛼− 𝛽)]𝑥𝛼−𝛽 + 2 cos(𝜋𝛽)𝑥2𝛼−𝛽 + 𝑥2(𝛼−𝛽) + 𝑥2𝛼
.

(5.27)

Äàíi ôîðìóëè îñîáëèâî çðó÷íi äëÿ ðîçðàõóíêó çàêîíó ðåëàêñàöi¨ ïðè âåëèêèõ

çíà÷åííÿõ ÷àñó, à òàêîæ íà îñíîâi ëåìè Âàòñîíà [315] iç íèõ ìîæíà çíàéòè

àñèìïòîòè÷íèé ðîçêëàä 𝜇(𝑡) ïðè 𝑡→∞ .

Âiäìiòèìî, ùî ïðè çíàõîäæåííi ôîðìóë (5.26) i (5.27) ìè âèäiëèëè ÷ëåíè

1 òà −1 , îñêiëüêè äëÿ öèõ âèïàäêiâ 𝜇(∞) = 1 òà 𝜇(∞) = −1 âiäïîâiäíî.

Òàêîæ çàçíà÷èìî, ùî iíòåãðàëè â öèõ ðiâíÿííÿõ íå ¹ îäíàêîâèìè (ç òî÷íiñòþ

äî ïåðåñòàíîâêè ïàðàìåòðiâ 𝛼 i 𝛽 ), îñêiëüêè ïðîöåññ çàâæäè ïî÷èíà¹òüñÿ ç

ïîçèöi¨ 𝑓(𝑡) = 1 , òîáòî ïåðøèé ÷àñ î÷iêóâàííÿ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ õâîñòîâèì

ïàðàìåòðîì 𝛼 . Îòðèìà¹ìî òåïåð ùå îäíå ïðåäñòàâëåííÿ 𝜇(𝑡) , ÿêå, íà âiäìiíó

âiä ôîðìóë (5.26) i (5.27), íå ìiñòèòü iíòåãðàëiâ, à âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç óçàãàëü-
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íåíi ôóíêöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Êðiì òîãî, öå ïðåäñòàâëåííÿ áóäå çðó÷íèì äëÿ

ðîçðàõóíêiâ ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ 𝑡 . À îñêiëüêè 𝜇(0) = 1 , òî â îáîõ âèïàäêàõ

(𝛼 < 𝛽 i 𝛼 > 𝛽 ) áóäåìî âèõîäèòè iç âèðàçó (5.24).

Äëÿ 𝛼 < 𝛽 çàïèøåìî 𝜇𝑠 â âèãëÿäi íàñòóïíîãî ðÿäó

𝜇𝑠 =
1

𝑠
− 2

𝑠𝛽−𝛼−1

𝑠𝛽−𝛼 + 𝑠𝛽 + 1
=

1

𝑠
+ 2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑠−𝛼𝑛−1

(1 + 𝑠−𝛽)𝑛
, (5.28)

ÿêèé çáiæíèé ïðè ⃒⃒⃒⃒
𝑠𝛽−𝛼

1 + 𝑠𝛽

⃒⃒⃒⃒
< 1. (5.29)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîêàçíèêîâó ôîðìó äëÿ çìiííî¨ 𝑠 íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

ïðè 𝛼 < 𝛽 äàíà íåðiâíiñòü çàâæäè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ îáëàñòi Re 𝑠 > 0 . Âiäîìî,

ùî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ [311,313,314]

ℒ−1{𝑠−𝑏(1 + 𝑠−𝑎)−𝑐} = 𝑡𝑏−1𝐸𝑐
𝑎,𝑏(−𝑡𝑎), (5.30)

äå 𝐸𝑐
𝑎,𝑏(·) � òðüîõïàðàìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà, Re {𝑎, 𝑏, 𝑐} > 0 ; à

òàêîæ Re 𝑠 > 0 òà |𝑠| > 1 . Öþ ôîðìóëó ìîæíà îòðèìàòè ðîçêëàâøè â ðiâíÿííi

(5.30) âèðàç (1 + 𝑠−𝑎)−𝑐 ïî ñòåïåíÿì 𝑠−𝑎 . Çâiäñè çíàõîäèìî çàêîí ðåëàêñàöi¨ ó

âèãëÿäi ðÿäó

𝜇(𝑡) = 1 + 2
∞∑︁
𝑛=1

(−𝑡𝛼)𝑛𝐸𝑛
𝛽,𝛼𝑛+1(−𝑡𝛽). (5.31)

À îñü äëÿ âèïàäêó 𝛼 > 𝛽 ïåðåïèøåìî âèðàç (5.24) ó âèãëÿäi ðÿäó

𝜇𝑠 =
1

𝑠
− 2

𝑠−1

𝑠𝛼−𝛽 + 𝑠𝛼 + 1
=

1

𝑠
+ 2

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
𝑠−𝛽𝑛−(𝛼−𝛽)−1

(1 + 𝑠−𝛼)𝑛
, (5.32)
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ÿêèé çáiæíèé ïðè ⃒⃒⃒⃒
𝑠𝛼−𝛽

1 + 𝑠𝛼

⃒⃒⃒⃒
< 1. (5.33)

Àíàëîãi÷íî íåâàæêî ïîáà÷èòè, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà äëÿ îáëàñòi

Re 𝑠 > 0 ïðè âñiõ çíà÷åííÿõ 𝛼 > 𝛽 . Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

(5.30), çà óìîâ Re 𝑠 > 0 òà |𝑠| > 1 îòðèìó¹ìî

𝜇(𝑡) = 1 + 2𝑡𝛼−𝛽
∞∑︁
𝑛=1

(−𝑡𝛽)𝑛𝐸𝑛
𝛼,𝛽𝑛+(𝛼−𝛽)+1(−𝑡𝛼). (5.34)

Íà ðèñóíêó 5.3 ïðèâåäåíî òèïîâó ïîâåäiíêó íåñèìåòðè÷íèõ çàêîíiâ ðåëà-

êñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Êðiì òîãî, çâåðíåìî óâàãó, ùî â äîäàòêó Ã ïîêàçàíî,

ùî ðÿäè (5.31) òà (5.34) áóäóòü äóæå øâèäêî çáiæíèìè. Òàêèì ÷èíîì, âîíè ¹

çðó÷íèìè äëÿ ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ ÷èñëîâî¨ çàëåæíîñòi çàêîíó ðåëàêñàöi¨

âiä ÷àñó, îñîáëèâî ïðè âèêîðèñòàííi ñó÷àñíèõ êîìï'þòåðíèõ ñèñòåì äëÿ òåõíi-

÷íèõ ðîçðàõóíêiâ (íàïðèêëàä, MATLAB àáî Wolfram Mathematica).

Ðèñ. 5.3. Ðåëàêñàöiéíi ôóíêöi¨ ó âèïàäêó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ç ðîçïîäiëàìè
Ìiòòàã-Ëåôôëåðà. Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü òåîðåòè÷íèì ôîðìóëàì (5.31)
i (5.34), à ñèìâîëè � ðåçóëüòàòàì ìîäåëþâàííÿ. Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñÿ äëÿ
âèïàäêiâ (1) 𝛼 = 0.4 , 𝛽 = 0.8 i (2) 𝛼 = 0.8 , 𝛽 = 0.4 ; ãåíåðàöiÿ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí iç ðîçïîäiëîì Ìiòòàã-Ëåôôëåðà áàçóâàëàñÿ íà ìåòîäi ç ðîáîòè [370]
(äèâ. òàêîæ [371]).
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5.4. Релаксацiя Левi

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ùå îäèí âàæëèâèé âèïàäîê, äëÿ ÿêîãî ìîæíà òî÷íî âè-

ðàõóâàòè çàêîí ðåëàêñàöi¨. Çàäàìî ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏) ó âèãëÿäi îäíî-

ñòîðîííüîãî ðîçïîäiëó Ëåâi. Â ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó âií äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

[372�374]

𝑝(𝜏) = 𝑙𝛼(𝜏) = ℒ−1{𝑒−𝑠𝛼}, (5.35)

äå ïàðàìåòð 𝛼 ∈ (0, 1) . Ïiäñòàâëÿ÷è öþ ôîðìóëó â ðiâíÿííÿ (4.18) îòðèìó¹ìî

𝜇𝑠 =
1− 𝑒−𝑠𝛼

𝑠(1 + 𝑒−𝑠𝛼)
. (5.36)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òàêèé æå ìåòîä, ÿê i ó âèïàäêó ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

(äèâ. äîäàòîê Á), ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ ðiâíîñòi (5.36) çíàõîäèìî

𝜇(𝑡) =
2

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥
𝑒−𝑥𝑡

𝑥

𝑒− cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼

sin [sin(𝜋𝛼)𝑥𝛼]

1 + 2𝑒− cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼 cos [sin(𝜋𝛼)𝑥𝛼] + 𝑒−2 cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼 (5.37)

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, ôîðìóëè òèïó ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà çðó÷íi äëÿ ðîç-

ðàõóíêó 𝜇(𝑡) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ çìiííî¨. Îá÷èñëèìî òåïåð âèðàç äëÿ 𝜇(𝑡)

ó âèãëÿäi ðÿäó, ùî (ÿê i äëÿ ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà) áóäå õàðàêòåðèçóâà-

òèñÿ øâèäêîþ çáiæíiñòþ (äèâ. äîäàòîê Ã). Ïðåäñòàâèìî âèðàç (5.36) ÿê ðÿä

𝜇𝑠 =
1

𝑠
+

2

𝑠

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛𝑒−(𝑛1/𝛼𝑠)𝛼, (5.38)

à ïîòiì çàñòîñó¹ìî äî íüîãî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Ïðèéíÿâøè äî

óâàãè ôîðìóëó 𝑙𝛼(𝜏) = ℒ−1{𝑒−𝑠𝛼} , îòðèìà¹ìî ðÿä

𝜇(𝑡) = 1 + 2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
∫︁ 𝑡

𝑛1/𝛼

0

𝑑𝜏 𝑙𝛼(𝜏). (5.39)
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Äàëi, ââiâøè äëÿ ãóñòèíè 𝑙𝛼(𝜏) ôóíêöiþ ðîçïîäiëó

Φ𝛼(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 𝑙𝛼(𝜏), (5.40)

çàïèñó¹ìî íàñòóïíèé ðÿä äëÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) = 1 + 2
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛Φ𝛼

(︁
𝑛−1/𝛼𝑡

)︁
. (5.41)

Íà ðèñóíêó 5.4 ïðèâåäåíî ïîðiâíÿííÿ ïîâåäiíêó ñèìåòðè÷íèõ çàêîíiâ ðå-

ëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà Ëåâi ïðè îäíàêîâîìó çíà÷åííÿ õâîñòîâîãî ïàðà-

ìåòðó ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ.

Ðèñ. 5.4. Çàêîíè ñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà (5.19) (ëiíiÿ 1) ç ïà-
ðàìåòðàìè 𝛼 = 1/2 i 𝑇 = 1/4 , òà ðåëàêñàöi¨ Ëåâi (5.41) (ëiíiÿ 2) ç 𝛼 = 1/2 .
Ñóöiëüíi ëiíi¨ âiäïîâiäàþòü òåîðåòè÷íèì ðîçðàõóíêàì, à òðèêóòíèêè � ÷èñëî-
âîìó ìîäåëþâàííþ. Äëÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí iç ðîçïîäiëîì Ìiòòàã-
Ëåôôëåðà âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä [370], à äëÿ ãåíåðàöi¨ ðîçïîäiëiâ Ëåâi � ìå-
òîä [375]. Iç àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó ñëiäó¹, ùî â îáîõ ñèòóàöiÿõ ïðè âåëèêèõ
çíà÷åííÿõ ÷àñó ðåëàêñàöiéíi ôóíêöi¨ ïðÿìóþòü äî çàëåæíîñòi 1/(2

√
𝜋𝑡) .

Âèïàäîê íåñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨ Ëåâi (𝑝±(𝜏) = 𝑙𝛼±(𝜏) , äå 𝛼± ∈ (0, 1))

ìè äåòàëüíî ðîçãëÿäàòè íå áóäåìî, îñêiëüêè íàÿâíi òàì ôîðìóëè ¹ äîâîëi ãðî-

ìiçäêèìè. Çàçíà÷èìî ïðè öüîìó, ùî ìåòîä ¨õ îòðèìàííÿ ¹ àíàëîãi÷íèì äî îïè-

ñàíèõ âèùå âèïàäêiâ. Íàïðèêëàä, iç ôîðìóëè (4.16) ó ïðîñòîði Ëàïëàñà ìîæíà
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îòðèìàòè 𝜇𝑠 = 1/𝑠 − (2/𝑠)𝑒−𝑠
𝛼

+ (2/𝑠)
∑︀∞

𝑛=1 𝑒
−𝑛𝑠𝛼𝑒−𝑛𝑠

𝛽

(1 − 𝑒−𝑠𝛼) , à òîìó ïðåä-

ñòàâëåííÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨ çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi ðÿäó

𝜇(𝑡) = 1− 2Φ𝛼(𝑡) + 2
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛1/𝛽

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏 𝑙𝛽

(︂
𝜏 − 𝜏 ′

𝑛1/𝛽

)︂[︂
Φ𝛼

(︂
𝜏 ′

𝑛1/𝛼

)︂

− Φ𝛼

(︂
𝜏 ′

(𝑛+ 1)1/𝛼

)︂]︂
, (5.42)

äå, ÿê i äëÿ ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà, ìè ââåëè 𝛼+ = 𝛼 i 𝛼− = 𝛽 .

5.5. Густина ймовiрностi для рiзницi часiв перебування дворiв-

невої системи в дозволених станах

Îáãîâîðèìî òåïåð iíøó âàæëèâó õàðàêòåðèñòèêó äëÿ äîñëiäæóâàíîãî ïðî-

öåñó, à ñàìå ãóñòèíó éìîâiðíîñòi ðiçíèöi ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) â �âåðõ-

íüîìó� òà �íèæíüîìó� ïîëîæåííÿõ. Ïîçíà÷èìî öþ âèïàäêîâó âåëè÷èíó Δ𝑡 . À

îñêiëüêè Δ𝑡 = 𝑡+− 𝑡+ = 2𝑡+− 𝑡 = 𝑡−2𝑡− (äå 𝑡± � ÷àñ ïåðåáóâàííÿ â ñòàíi ±1 ),

òî ïðîñòà çàìiíà çìiííèõ äîçâîëÿ¹ âiäðàçó îòðèìóâàòè i ðîçïîäiëè íå òiëüêè

ðiçíèöi, à áåçïîñåðåäíüî ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â êîæíîìó iç äâîõ ìîæëè-

âèõ ñòàíiâ. Î÷åâèäíî, ùî âèïàäêîâà âåëè÷èíà Δ𝑡 ïîâ'ÿçàíà iç ïðîöåñîì 𝑓(𝑡)

íàñòóïíèì âèðàçîì

Δ𝑡 =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡′𝑓(𝑡′) (5.43)

Ïðè öüîìó ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑡) íà iíòåðâàëi (0, 𝑡] (÷àñîâå ñåðåäí¹)

𝑦𝑡 =
1

𝑡

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝑡′𝑓(𝑡′) =
Δ𝑡

𝑡
(5.44)

ìîæå áóòè iíòåðïðåòîâàíî ÿê ñåðåäíÿ íàìàãíi÷åíiñòü â ñèñòåìi [131].

Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) òîãî, ùî ðiçíèöÿ ÷àñó î÷iêóâàííÿ ïåðåáóâàííÿ

ïðîöåñó â âåðõíüîìó òà íèæíüîìó ïîëîæåííÿõ Δ𝑡 äîðiâíþ¹ Δ äëÿ ôiêñîâàíîãî
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÷àñó 𝑡 ìîæå áóòè çàïèñàíà ó âèãëÿäi

𝑃 (Δ, 𝑡) = ⟨𝛿
(︀
Δ𝑡 −Δ

)︀
⟩, (5.45)

äå, ÿê çàâæäè, 𝛿(·) � äåëüòà-ôóíêöiÿ i êóòîâi äóæêè ïîêàçóþòü óñåðåäíåííÿ äè-

õîòîìi÷íîãî ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ïî âñiì ðåàëiçàöiÿì. Âiäìiòèìî âàæëèâèé çâ'ÿçîê ðå-

ëàêñàöiéíî¨ ôóíêöi¨ ç âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ Δ𝑡 . Âèõîäÿ÷è iç ôîðìóëè (5.43),

cåðåäí¹ çíà÷åííÿ Δ𝑡 äà¹òüñÿ âèðàçîì ⟨Δ𝑡⟩ =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝑡
′⟨𝑓(𝑡′)⟩ . Ó òîé æå ÷àñ, çãiäíî

ñ îçíà÷åííÿì (4.1), ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ çàäà¹òüñÿ ÿê 𝜇(𝑡) = ⟨𝑓(𝑡)⟩ . Îòæå, ìî-

æåìî îòðèìàòè ðiâíiñòü ⟨Δ𝑡⟩ =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝑡
′𝜇(𝑡′) , ùî ïiñëÿ äèôåðåíöiþâàííÿ ïðèéìà¹

ôîðìó

𝜇(𝑡) =
𝑑

𝑑𝑡
⟨Δ𝑡⟩. (5.46)

À çíà÷èòü ðåëàêñàöiéíà ôóíêöiÿ äîðiâíþ¹ øâèäêîñòi çìiíè ñåðåäíüîãî çíà-

÷åííÿ ðiçíèöi ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè â äâîõ ñâî¨õ ïîëîæåííÿõ. Îäíàê îá-

÷èñëþâàòè ðåëàêñàöiéíó ôóíêöiþ iç ñïiââiäíîøåííÿ 𝜇(𝑡) = 𝑑
𝑑𝑡

∫︀∞
−∞ 𝑑ΔΔ𝑃 (Δ, 𝑡)

ñóòò¹âî ñêëàäíiøå. Öå ïîâ'ÿçàíî iç íåîáõiäíiñòþ çíàõîäèòè ñïî÷àòêó âiäïîâiäíó

ãóñòèíó 𝑃 (Δ, 𝑡) , à ïîòiì iíòåãðàë âiä íå¨. Òàêèì ÷èíîì, ìè îòðèìóâàëè àñèì-

ïòîòè÷íi òà òî÷íi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè, âèêîðèñòîâóþ÷è áåçïîñåðåäíüî ðiâíÿííÿ

äëÿ 𝜇(𝑡) .

Ìåòîä îòðèìàííÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) ¹ ñõîæèì íà ìåòîä çíà-

õîäæåííÿ çàêîíó ðåëàêñàöi¨ 𝜇(𝑡) â ïiäðîçäiëi 4.1.1, à òîìó ìè âèíåñåìî éîãî

â äîäàòîê. Iç äîäàòêó Ä ñëiäó¹, ùî ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà ðiâíÿííÿ äëÿ

𝑃𝑘𝑠 = ℱ{ℒ{𝑃 (Δ, 𝑡)}} (Δ
ℱ−→ 𝑘 , 𝑡

ℒ−→ 𝑠 ) äà¹òüñÿ âèðàçîì

𝑃𝑘𝑠 =
1− 𝑝+

𝑠−𝑖𝑘
𝑠− 𝑖𝑘

+ ̃︀𝑃𝑘𝑠, (5.47)
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äå

̃︀𝑃𝑘𝑠 =
𝑝+
𝑠−𝑖𝑘

1− 𝑝+
𝑠−𝑖𝑘𝑝

−
𝑠+𝑖𝑘

(︂
1− 𝑝−𝑠+𝑖𝑘

𝑠+ 𝑖𝑘
+

1− 𝑝+
𝑠−𝑖𝑘

𝑠− 𝑖𝑘
𝑝−𝑠+𝑖𝑘

)︂
. (5.48)

Ó ðiâíÿííi (5.47) ïåðøèé ÷ëåí â ïðàâié ÷àñòèíi ¹ ñèíãóëÿðíèì i âiäïîâiäà¹

ñèòóàöi¨, êîëè æîäíîãî ñòðèáêà ïðîöåñó 𝑓(𝑡) íå âiäáóëîñÿ. À äðóãèé ÷ëåí, ùî

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (5.48), ¹ ðåãóëÿðíèì i âíîñèòü äîìiíóþ÷èé âêëàä ó ïîâåäiíêó

ïðîöåñó ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó. Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè Δ𝑡 ∈ [−𝑡, 𝑡] , òî

𝑃 (Δ, 𝑡) = 0 ïðè |Δ| > 𝑡 .

Ðiâíÿííÿ (5.47) çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ ¹ ðiâíÿííÿì òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà.

Îäíàê éîãî âèãëÿä ñóòò¹âî ñêëàäíiøèé, íiæ äëÿ îðèãiíàëüíîãî ðiâíÿííÿ

Ìîíòðîëëà-Âåéññà äëÿ íåçâ'ÿçàíèõ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ áëóêàíü

(äèâ. ðîçäië 1�2). Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî âåëè÷èíà Δ𝑡 íå ¹ íåçàëåæíîþ, à

çàäà¹òüñÿ ÷àñîì 𝑡 , i äàíèé ïðîöåñ âiäíîñèòüñÿ äî òèïó áëóêàíü Ëåâi. Ó çâ'ÿç-

êó iç ñêëàäíîþ çàëåæíiñòþ 𝑃𝑘𝑠 âiä çìiííèõ 𝑘 i 𝑠 , çíàõîäæåííÿ 𝑃 (Δ, 𝑡) áåç-

ïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà 𝑃 (Δ, 𝑡) =

ℱ−1{ℒ−1{ ̃︀𝑃𝑘𝑠}} ìîæëèâå ëèøå ó äåÿêèõ ÷àñòêîâèõ âèïàäêàõ. À îñü àñèìïòîòè-

÷íèé àíàëiç ìîæíà ïðîâåñòè ìåòîäàìè, ùî àíàëîãi÷íi äî âèêîðèñòàíèõ íàìè â

ðîçäiëàõ 2�3.

Âiäìiòèìî, ùî àíàëîãi÷íå äî ôîðìóëè (5.48) ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâîìó âèïàä-

êó ç ñèìåòðè÷íèìè âàæêèìè ãóñòèíàìè áóëî îòðèìàíî i àñèìïòîòè÷íî ðîçâ'ÿ-

çàíî ïðè àíàëiçi ÷àñó ïåðåáóâàííÿ ñòîõàñòè÷íîãî ïðîöåñó â îäíîìó iç ñòàíiâ äëÿ

ñïiíîâèõ ñèñòåì â ðîáîòi [131]. Â çàãàëüíîìó æ âèïàäêó íåñèìåòðè÷íèõ ãóñòèí

éìîâiðíîñòi 𝑝±(𝜏) ̸= 𝑝−(𝜏) àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè äëÿ 𝑃 (Δ, 𝑡) ïðè 𝑡→∞ áó-

äóòü äîâîëi ñêëàäíèìè i õàðàêòåðèçóâàòèñÿ äóæå øèðîêèì ñïåêòðîì ìîæëèâèõ

ðîçïîäiëiâ â çàëåæíîñòi âiä ïîâåäiíêè õâîñòiâ 𝑝+(𝜏) . Â äàíié ðîáîòi ìè íå ñòà-

âèìî çà ìåòó çíàõîäæåííÿ òàêèõ àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ, îñêiëüêè â ïåðøó

÷åðãó çîñåðåäæåíi íà äîñëiäæåííi çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨. Ïðèâåäåìî äëÿ ïðèêëàäó

ëèøå îá÷èñëåííÿ òî÷íîãî âèðàçó äëÿ 𝑃 (Δ, 𝑡) ó âàæëèâîìó âèïàäêó, êîëè 𝑓(𝑡)

� óçàãàëüíåíèé òåëåãðàôíèé ïðîöåñ [102].
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5.5.1. Узагальнений телеграфний процес

ßêùî 𝑓(𝑡) � óçàãàëüíåíèé òåëåãðàôíèé ïðîöåñ, òî âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ

åêñïîíåíöiàëüíèìè ãóñòèíàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè, òîáòî 𝑝±(𝜏) =

𝜆±𝑒
−𝜆±𝜏 . Òîáòî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç íåñèìåòðè÷íîþ äåáà¹âñüêîþ ðåëàêñàöi¹þ â

äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ. Äëÿ öèõ ãóñòèí 𝑝±𝑠∓𝑖𝑘 = 𝜆±/(𝜆± + 𝑠 ∓ 𝑖𝑘) i ç ðiâíÿíü

(5.47) òà (5.48) îòðèìó¹ìî

𝑃𝑘𝑠 =
1

𝑠− 𝑖𝑘 + 𝜆+
+ ̃︀𝑃𝑘𝑠, (5.49)

̃︀𝑃𝑘𝑠 =
𝜆+(𝑠− 𝑖𝑘 + 2𝑎)

(𝑠− 𝑖𝑘 + 𝜆+)[(𝑠+ 𝑎)2 − 𝜂2(𝑘)]
(5.50)

iç 𝜂(𝑘) =
√
𝑎2 − 𝑘2 − 2𝑖𝑏𝑘 , 𝑎 = (𝜆+ + 𝜆−)/2 i 𝑏 = (𝜆+ − 𝜆−)/2 .

Äàëi äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ (õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ôóíêöi¨)

𝑃𝑘(𝑡) ãóñòèíè 𝑃 (Δ, 𝑡) ìè âiçüìåìî îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âiä îáîõ

÷àñòèí (5.49). Íàãàäà¹ìî, ùî âîíî äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ ℒ−1{𝜓𝑠} = 𝜓(𝑡) =

(2𝜋𝑖)−1
∫︀ 𝑐+𝑖∞
𝑐−𝑖∞ 𝑑𝑠𝑒𝑠𝑡𝜓𝑠 , äå äiéñíà ÷àñòèíà ÷èñëà 𝑐 ïîâèííà ïåðåâèùóâàòè äiéñíi

÷àñòèíè âñiõ ñèíãóëÿðíîñòåé 𝜓𝑠 . Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è îáåðíåíå ïåðåòâîðåí-

íÿ Ëàïëàñà (äèâ. òàáëèöþ iíòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü [306]) äëÿ (𝑠− 𝑖𝑘+𝜆+)−1 ,

ðåçóëüòàò ïðèéìà¹ âèãëÿä

𝑃𝑘(𝑡) = 𝑒𝑖𝑘𝑡−𝜆+𝑡 + ̃︀𝑃𝑘(𝑡), (5.51)

äå

̃︀𝑃𝑘(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡
[︂(︂

𝜕

𝜕𝑡
+ 𝑖𝑘 + 𝑎

)︂
𝐹𝑘(𝑡)− 𝑒𝑖𝑘𝑡−𝑏𝑡

]︂
(5.52)

òà

𝐹𝑘(𝑡) =
sinh[𝜂(𝑘)𝑡]

𝜂(𝑘)
. (5.53)
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Íàñòóïíèì êðîêîì çàñòîñó¹ìî äî ðiâíÿííÿ (5.51) îáåðíåíå ïåðåòâîðåí-

íÿ Ôóð'¹, ℱ−1{𝜙𝑘} = 𝜙(Δ) = (2𝜋)−1
∫︀ 𝑖∞
−∞ 𝑑𝑘𝑒

−𝑖𝑘∆𝜙𝑘 , òà ïåðåïèøåìî ôîðìóëó

(Ä.6) ç óðàõóâàííÿì, ùî 𝑊 (0)(𝑡) = 𝑒−𝜆+𝑡 òà ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) = ℱ−1{ ̃︀𝑃𝑘(𝑡)} . Âiäìiòèìî,

ùî âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ ôóíêöi¨ ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) , ÿêà ñëiäó¹ ç îçíà÷åííÿ âåëè-

÷èíè Δ𝑡 [âèðàç (Ä.5)], ¹ òîé ôàêò, ùî ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) = 0 ïðè |Δ| > 𝑡 . Ëîêàëiçîâàíiñòü̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äîïîìiæíà ôóíêöiÿ 𝐹 (Δ, 𝑡) = ℱ−1{𝐹𝑘(𝑡)} âèçíà÷å-

íà ïðè |Δ| ≠ 𝑡 i 𝐹 (Δ, 𝑡) = 0 , ÿêùî |Δ| > 𝑡 (â öüîìó ìîæíà áóäå ïåðåêîíàòèñÿ

äàëi). Òîäi iç âèðàçó (5.52) i ðiâíîñòi ℱ−1{𝑒𝑖𝑘𝑡}|∆ ̸=𝑡 = 𝛿(Δ − 𝑡)|∆ ̸=𝑡 = 0 ñëiäó¹,

ùî ôóíêöiÿ ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) ïðè |Δ| < 𝑡 ìîæå áóòè âèðàæåíà ÷åðåç 𝐹 (Δ, 𝑡) ÿê

̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡
(︂
𝜕

𝜕𝑡
− 𝜕

𝜕Δ
+ 𝑎

)︂
𝐹 (Δ, 𝑡). (5.54)

Ïðåäñòàâëåííÿ ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) çíàõîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ çìiíè ïîðÿäêó iíòåãðóâàí-

íÿ òà äèôåðåíöiþâàííÿ. Äëÿ óíèêíåííÿ äîäàòêîâî¨ ñêëàäíîñòi ìè íå áóäåìî

âäàâàòèñÿ â ìàòåìàòè÷íå îáãðóíòóâàííÿ öi¹¨ ïðîöåäóðè. Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî

¨¨ ìîæíà ïðîâåñòè âèêîðèñòîâóþ÷è ñòàíäàðòíi êðèòåði¨ ñòîñîâíî äèôåðåíöiþ-

âàííÿ ïiä çíàêîì iíòåãðàëó (äèâ., íàïðèêëàä, [318]).

Ó äîäàòêó Å çíàéäåíî ôóíêöi¨ 𝐹 (Δ, 𝑡) òà ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) äëÿ ñèìåòðè÷íîãî

(𝜆+ = 𝜆−) òà íåñèìåòðè÷íîãî (𝜆+ ̸= 𝜆−) òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó. Íèæ÷å ïðè-

âåäåìî îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝑦𝑡 = Δ/𝑡 (âèçíà÷åííÿ

(5.44)). Ïðè öüîìó ó ðàçó íåîáõiäíîñòi ãóñòèíó éìîâiðíîñòi äëÿ Δ îòðèìó¹-

ìî iç ñïiââiäíîøåííÿ âåëè÷èíè 𝒫𝑡(𝑦) = ⟨𝛿(𝑦𝑡 − 𝑦)⟩ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ãóñòèíó

éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) = (1/𝑡)𝒫𝑡(Δ/𝑡) .

Симетричний випадок

Ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè 𝜆+ = 𝜆− = 𝜆 i ãóñòèíà éìîâiðíîñòi
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äëÿ ïðîöåñó 𝑦𝑡 äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝒫𝑡(𝑦) = 𝑒−𝜆𝑡𝛿(𝑦 − 1) +
𝜆𝑡

2
𝑒−𝜆𝑡

[︂
𝐼0(𝜆

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

+

√︂
1 + 𝑦

1− 𝑦
𝐼1(𝜆

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

]︂
. (5.55)

Çãiäíî ç öèì ðiâíÿííÿì 𝒫𝑡(𝑦) â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò çàïèñó¹òüñÿ ÿê 𝒫0(𝑦) =

𝛿(𝑦−1) . Ïðè çáiëüøåííi 𝑡 âêëàä ïåðøîãî ñèíãóëÿðíîãî ÷ëåíà â ïðàâié ÷àñòèíi

ðiâíÿííÿ (5.55) çìåíøó¹òüñÿ, i îñíîâíèé âêëàä ïðèâíîñèòü äðóãèé ðåãóëÿðíèé

÷ëåí 𝒫𝑡(𝑦) . Çàëåæíiñòü ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝒫𝑡(𝑦) âiä 𝑦 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü

÷àñó, çíàéäåíà iç ôîðìóëè (5.55) i ïîêàçàíà íà ðèñ. 5.5. Íà íüîìó æ ïîêàçàíî i

ðåçóëüòàòè ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ ó äóæå ãàðíié âiäïîâiäíîñòi

iç àíàëiòè÷íèìè.

Ðèñ. 5.5. Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫𝑡(𝑦) ÿê ôóíêöiÿ 𝑦 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ÷àñó 𝑡 òà
ïàðàìåòðiâ 𝜆+ = 𝜆− . Ñóöiëüíi ëiíi¨ ïîêàçóþòü àíàëiòè÷íi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi
iç ôîðìóëè (5.55), à ñèìâîëè âiäïîâiäàþòü ÷èñëîâèì ðîçðàõóíêàì. Âåðòèêàëüíà
ñòðiëêà â òî÷öi 𝑦 = 1 ïîçíà÷à¹ 𝛿 -ôóíêöiþ 𝛿(𝑦−1) , à ñèìâîëè íà íié ïîêàçóþòü
éìîâiðíiñòü 𝑊 (0)(𝑡) = 𝑒−𝜆+𝑡 , ùî ïðîöåñ 𝑦𝑡 çàëèøèòüñÿ â ïî÷àòêîâîìó ñòàíó.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî 𝐼𝜔(𝑥) ∼ 𝑒𝑥/
√

2𝜋𝑥 (𝜔 � äiéñíå ÷èñëî) [315] ïðè 𝑥→∞ ,
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òî âèðàç (5.55) ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó äà¹

𝒫𝑡(𝑦) ∼ 1

2

√︂
𝜆𝑡

2𝜋

(1− 𝑦)1/2 + (1 + 𝑦)1/2

(1− 𝑦)3/4(1 + 𝑦)1/4
𝑒−(1−

√
1−𝑦2)𝜆𝑡 (5.56)

( |𝑦| < 1 ). Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî ðàçîì iç çðîñòàííÿì 𝑡 ãóñòèíà éìîâiðíîñòi

𝒫𝑡(𝑦) êîíöåíòðó¹òüñÿ âñå áiëüøå i áiëüøå â îêîëi òî÷êè 𝑦 = 0 , i, ÿê íàñëiäîê,

lim𝑡→∞𝒫𝑡(𝑦) = 𝛿(𝑦) . Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó öå îçíà÷à¹, ùî ç ïëèíîì ÷àñó ïðîöåñ

ïðÿìó¹ äî ðiâíîâàæíîãî ñòàíó.

Несиметричний випадок

Äëÿ íåñèìåòðè÷íîãî óçàãàëüíåíîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó 𝜆+ ̸= 𝜆− = 𝜆

i âiäïîâiäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ìàñøòàáîâàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝑦𝑡 = 𝑦

çàïèñó¹òüñÿ ÿê

𝒫𝑡(𝑦) = 𝑒−𝜆+𝑡𝛿(𝑦 − 1) +
𝜆+𝑡

2
𝑒−𝑎𝑡−𝑏𝑦𝑡

[︂
𝐼0(𝜈

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

+

√︃
𝜆−
𝜆+

√︂
1 + 𝑦

1− 𝑦
𝐼1(𝜈

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

]︂
. (5.57)

Ïîâåäiíêà 𝒫𝑡(𝑦) ÿê ôóíêöi¨ 𝑦 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü 𝑡 òà 𝜆+ ̸= 𝜆− ïîêàçàíà

íà ðèñóíêó 5.6. ßê i ó ðàçi ñèìåòðè÷íîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó ãóñòèíà éìî-

âiðíîñòi (5.57) ïðè 𝑡 → ∞ ïðÿìó¹ äî 𝛿 -ôóíêöi¨, àëå öüîãî ðàçó âîíà çìiùåíà

âiäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò: lim𝑡→∞𝒫𝑡(𝑦) = 𝛿(𝑦 + 𝑏/𝑎) . Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiä-

ðîçäiëó ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíèõ 𝜆+ òà 𝜆− , i ïðè 𝜆+ = 𝜆− âîíè çâîäÿòüñÿ

äî ðåçóëüòàòiâ ðîçðàõóíêiâ äëÿ ñèìåòðè÷íîãî âèïàäêó.

Çâåðíåìî óâàãó, ùî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ãóñòèíè éìîâiðíîñòi äëÿ óçà-

ãàëüíåíîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó íà îñíîâi iíøèõ ìåòîäiâ áóëî ïðîâåäåíî â

ðîáîòàõ [102,203,376]. Ìè ïðèâåëè öi òî÷íi ðîçðàõóíêè ó ÿêîñòi iëþñòðàòèâíîãî

ïðèêëàäó ùîäî ìîæëèâîñòåé ïðåäñòàâëåíîãî ïiäõîäó CTRW äëÿ îïèñó øèðî-

êîãî ñïåêòðó ôiçè÷íèõ ÿâèù i çíàõîäæåííÿ ¨õ õàðàêòåðèñòèê.
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a b

Ðèñ. 5.6. Ãóñòèíà éìîâiðíîñòi 𝒫𝑡(𝑦) ÿê ôóíêöiÿ 𝑦 äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ÷àñó 𝑡
òà ïàðàìåòðiâ (𝑎) 𝜆+ < 𝜆− i (𝑏) 𝜆+ > 𝜆− Ñóöiëüíi ëèíi¨ ïîêàçóþòü àíàëiòè÷íi
çàëåæíîñòi, îòðèìàíi iç ôîðìóëè (5.57), à ñèìâîëè âiäîáðàæàþòü ðåçóëüòàòè
÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ. Â òî÷öi 𝑦 = 1 âåðòèêàëüíà ëiíiÿ âiäïîâiäà¹ 𝛿 -ôóíêöi¨,
à cèìâîëè ïîêàçóþòü éìîâiðíiòü 𝑊 (0)(𝑡) = 𝑒−𝜆+𝑡 ëîêàëiçàöi¨.

Íàñàìêiíåöü îáãîâîðèìî ùå îäíó âàæëèâó õàðàêòåðèñòèêó äëÿ ðiçíèöi ÷à-

ñiâ ïåðåáóâàííÿ â âåðõíüîìó òà íèæíüîìó ïîëîæåííÿõ, à ñàìå ìîìåíòè öi¹¨

âåëè÷èíè, ùî äàþòüñÿ ôîðìóëîþ ⟨Δ𝑛
𝑡 ⟩ =

∫︀∞
−∞ 𝑑Δ Δ𝑛𝑃 (Δ, 𝑡) (𝑛 = 1,∞) . Âîíè

ìîæóòü áóòè ïiäðàõîâàíi iç ôîðìóëè

⟨Δ𝑛
𝑡 ⟩ = 𝑡𝑛𝑒−𝜆+𝑡 +

∫︁ 𝑡

−𝑡
𝑑Δ Δ𝑛 ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) (5.58)

ç ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) , ùî äà¹òüñÿ âèðàçîì (Å.8). Òèì íå ìåíø, iç îá÷èñëþâàëüíî¨ òî÷êè

çîðó çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè äèôåðåíöiàëüíå ïðåäñòàâëåííÿ ìîìåíòiâ

⟨Δ𝑛
𝑡 ⟩ = (−𝑖)𝑛 𝑑

𝑛

𝑑𝑘𝑛
𝑃𝑘(𝑡)

⃒⃒⃒
𝑘=0

. (5.59)

Çãiäíî ç ðiâíÿííÿìè (5.51)�(5.53) õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöiÿ 𝑃𝑘(𝑡) âèïàäêîâî¨

âåëè÷èíè Δ𝑡 ç åêñïîíåíöiàëüíèìè ãóñòèíàìè éìîâiðíîñòåé ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ

äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑃𝑘(𝑡) = 𝑒−𝑎𝑡
[︂
(𝑖𝑘 + 𝑎)

sinh[𝜂(𝑘)𝑡]

𝜂(𝑘)
+ cosh[𝜂(𝑘)𝑡]

]︂
. (5.60)

Íà îñíîâi ñïiââiäíîøåíü (5.59) i (5.60) ïiäðàõóíêè ïðîâîäÿòü äî íàñòóïíîãî
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âèðàçó äëÿ ìîìåíòó ïåðøîãî ïîðÿäêó Δ𝑡

⟨Δ𝑡⟩ = −𝜆+ − 𝜆−
𝜆+ + 𝜆−

𝑡+
2𝜆+

(𝜆+ + 𝜆−)2

(︁
1− 𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡

)︁
. (5.61)

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó iç ðiâíÿííÿ (5.61) ñëiäó¹ ⟨Δ𝑡⟩ ∼ 1/(2𝜆) òà

⟨Δ𝑡⟩ ∼ −(𝑏/𝑎)𝑡 äëÿ ñèìåòðè÷íîãî òà íåñèìåòðè÷íîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó

âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî òîé ôàêò, ùî ó ñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó ⟨Δ𝑡⟩ ≠ 0

âèïëèâà¹ ç óìîâè, ùî ïî÷àòêîâèé ñòàí 𝑓(0) = 1 . Êðiì òîãî, íåâàæêî ïåðåêî-

íàòèñÿ, ùî (ïiñëÿ âiäïîâiäíîãî ïåðåïîçíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ) ôóíêöiÿ (𝑑/𝑑𝑡)⟨Δ𝑡⟩

áóäå äîðiâíþâàòè 𝜇(𝑡) äëÿ äåáà¹âñüêî¨ ðåëàêñàöi¨ (ôîðìóëà (5.2)), ùî óçãîäæó-

¹òüñÿ iç ñïiââiäíîøåííÿì (5.46).

Òàêèì æå ÷èíîì ìè çíàõîäèìî âèðàç äëÿ ìîìåíòó äðóãîãî ïîðÿäêó âåëè-

÷èíè Δ𝑡

⟨Δ2
𝑡 ⟩ =

(︂
𝜆+ − 𝜆−
𝜆+ + 𝜆−

)︂2

𝑡2 − 4𝜆+(𝜆+ − 3𝜆−)

(𝜆+ + 𝜆−)3
𝑡

+
8𝜆+(𝜆+ − 2𝜆−)

(𝜆+ + 𝜆−)4

(︁
1− 𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡

)︁
−4𝜆+(𝜆+ − 𝜆−)

(𝜆+ + 𝜆−)3
𝑡𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡, (5.62)

iç ÿêîãî ìà¹ìî ⟨Δ2
𝑡 ⟩ ∼ (1/𝜆)𝑡 (ÿêùî 𝜆+ = 𝜆− = 𝜆 ) i ⟨Δ2

𝑡 ⟩ ∼ (𝑏/𝑎)2𝑡2 (ÿêùî

𝜆+ ̸= 𝜆− ) ïðè 𝑡→∞ . Íàðåøòi, ââîäÿ÷è äèñïåðñiþ Δ𝑡 ÿê 𝜎2(𝑡) = ⟨Δ2
𝑡 ⟩−⟨Δ𝑡⟩2 ,

iç âèðàçiâ (5.61) òà (5.62) îòðèìó¹ìî

𝜎2(𝑡) =
8𝜆+

(𝜆+ + 𝜆−)3

[︁
𝜆− − (𝜆+ − 𝜆−)𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡

]︁
𝑡

+
4𝜆+

(𝜆+ + 𝜆−)4

[︁
𝜆+(1− 𝑒−2(𝜆++𝜆−)𝑡)

−4𝜆−(1− 𝑒−(𝜆++𝜆−)𝑡)
]︁
. (5.63)

Çâiäñè íåâàæêî ïîìiòèòè, ùî 𝜎2(𝑡) ∼ (𝜈2/𝑎3)𝑡 ïðè 𝑡→∞ ÿê äëÿ ñèìåòðè÷íîãî,

òàê i íåñèìåòðè÷íîãî ðåæèìó óçàãàëüíåíîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó.
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Висновки до роздiлу 5

1. Çíàéäåíî òî÷íi ðåëàêñàöiéíi çàêîíè äëÿ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ÷èÿ ìîäåëü

áóëà ïîáóäîâàíà â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi. Ñåðåä îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ òî÷íèé

îïèñ äåáà¹âñüêî¨ ðåëàêñàöi¨, ÿêà çàäà¹òüñÿ åêñïîíåíöiàëüíèì ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ

ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó â �âåðõíüîìó� i �íèæíüîìó� ñòàíàõ; îñöèëþþ÷èõ ðåëàê-

ñàöiéíèõ ðåæèìiâ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðîçïîäiëàìè Åðëàíãà; à òàêîæ àíîìàëüíî

ïîâiëüíèõ ðåëàêñàöiéíèõ çàêîíiâ, ÿêi çàäàþòüñÿ ðîçïîäiëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà

òà îäíîñòîðîííiìè ðîçïîäiëàìè Ëåâi.

2. Ïðîâåäåíî äåòàëüíèé àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Çîêðåìà, äëÿ ñòå-

ïåíåâèõ çàêîíiâ ðåëàêñàöi¨, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ðîçïîäiëàìè Ëåâi òà Ìiòòàã-

Ëåôôëåðà, âñòàíîâëåíî ¨õ ïðåäñòàâëåííÿ ó âèãëÿäi ïåðåòâîðåíü Ëàïëàñà, ÿêi ¹

çðó÷íèìè äëÿ ðîçðàõóíêiâ ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ÷àñó, à òàêîæ ïðåäñòàâëåííÿ

ó òåðìiíàõ ôóíêöiîíàëüíèõ ðÿäiâ, ùî ¹ øâèäêî çáiæíèìè, à òîìó ïðàêòè÷íèìè

äëÿ ÷èñëîâèõ îá÷èñëåíü.

3. Îäåðæàíî ðiâíÿííÿ òèïó Ìîíòðîëëà-Âåéññà, ùî îïèñó¹ ðîçïîäië âèïàä-

êîâîãî ïðîöåñó, ÿêèé ïîêàçó¹ íà ñêiëüêè äîâøå äâîðiâíåâà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó

�âåðõíüîìó� ñòàíi, íiæ ó �íèæíüîìó�. Äàíå ðiâíÿííÿ áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ çíà-

õîäæåííÿ òî÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi i îñíîâíèõ ñòàòèñòè÷íèõ õàðàêòåðèñòèê

çàçíà÷åíîãî ïðîöåñó ó âèïàäêó, ÿêùî çìiíà ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ äâîðiâíå-

âî¨ ñèñòåìè ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ óçàãàëüíåíîìó òåëåãðàôíîìó ïðîöåñó. Äî òîãî

æ ïðîâåäåíî ÷èñëîâå ìîäåëþâàííÿ, ùî ïîâíiñòþ ïiäòâåðäèëî âñi àíàëiòè÷íî

çíàéäåíi ó ðîçäiëi ðåçóëüòàòè.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ñòàòòÿõ [5, 6].
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ОСНОВНI ВИСНОВКИ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, âèêîðèñòîâóþ÷è êîíöåïöiþ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âè-

ïàäêîâèõ áëóêàíü, âïåðøå âèâ÷åíî òðàíñïîðòíi òà ðåëàêñàöiéíi âëàñòèâîñòi øè-

ðîêîãî êîëà ñòîõàñòè÷íèõ ñèñòåì ç íàäïîâiëüíîþ åâîëþöi¹þ. Çîêðåìà, íà çàõèñò

âèíîñÿòüñÿ íàñòóïíi îñíîâíi íàóêîâi ðåçóëüòàòè:

1. Âïåðøå äîñëiäæåíî ïðîöåñ íàäïîâiëüíèõ ïîëüîòiâ Ëåâi, ùî õàðàêòåðè-

çóþòüñÿ âàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ âèïàäêîâèõ áëóêàíü òà

íàäâàæêèìè õâîñòàìè ðîçïîäiëó ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ ñòðèáêàìè. Âèêîðèñòî-

âóþ÷è ðiâíÿííÿ Ìîíòðîëëà-Âåéññà òà òàóáåðîâó òåîðåìó Êàðàìàòè, çíàéäåíî

âñi ìîæëèâi ãðàíè÷íi ãóñòèíè éìîâiðíîñòi òà âiäïîâiäíi ¨ì ìàñøòàáóþ÷i ôóíêöi¨

÷àñó, ùî âèçíà÷àþòü àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ìàñøòàáîâàíèõ íàäïîâiëüíèõ ïî-

ëüîòiâ Ëåâi. Ïðîâåäåíî ïîâíó êëàñèôiêàöiþ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi òà

ìàñøòàáóþ÷èõ ôóíêöié â çàëåæíîñòi âiä ïàðàìåòðiâ ðîçïîäiëiâ äîâæèí ñòðèá-

êiâ òà ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ ìiæ íèìè. Ïîêàçàíî, ùî íà âiäìiíó âiä ìàñøòàáóþ÷èõ

ôóíêöié, âèä ÿêèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ îáîõ ðîçïîäiëiâ, ãðàíè÷íi ãóñòèíè

âèçíà÷àþòüñÿ ëèøå ïàðàìåòðàìè ðîçïîäiëó äîâæèí ñòðèáêiâ i ìîæóòü ìàòè àáî

âàæêi õâîñòè, àáî áóòè îäíî/äâîñòîðîííiìè åêñïîíåíöiàëüíèìè ôóíêöiÿìè.

2. Çíàéäåíî ïðåäñòàâëåííÿ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi äëÿ ìàñøòàáîâà-

íèõ ïîëüîòiâ Ëåâi ó âèãëÿäi (1) îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹, (2) îáåðíåíîãî

ïåðåòâîðåííÿ Ìåëëiíà, (3) ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà, (4) 𝐻 -ôóíêöié Ôîêñà òà (5)

øâèäêî çáiæíèõ ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ. Çà ¨õ äîïîìîãîþ äîñëiäæåíî íå òiëüêè àñèì-

ïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ãðàíè÷íèõ ãóñòèí éìîâiðíîñòi, àëå é ïîêàçàíî, ùî â áàãà-

òüîõ âèïàäêàõ ãðàíè÷íi ãóñòèíè ìîæóòü áóòè âèðàæåíi â òåðìiíàõ ïðîñòèõ ñïå-

öiàëüíèõ ôóíêöié. Øëÿõîì ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ âèïàäêîâèõ áëóêàíü, óçà-

ãàëüíåíîãî íà âèïàäîê ñòàòèñòè÷íèõ ðîçïîäiëiâ ç íàäâàæêèìè õâîñòàìè, ïiä-

òâåðäæåíî iñíóâàííÿ óñiõ òèïiâ ãðàíè÷íèõ ãóñòèí, ïåðåäáà÷åíèõ òåîðåòè÷íî.

3. Ïîáóäîâàíî ìîäåëü ðåëàêñàöiéíèõ ïðîöåñiâ ó äâîðiâíåâèõ ñèñòåìàõ,

ñòðóêòóðíi åëåìåíòè ÿêèõ åâîëþöiîíóþòü íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî ó âiäïîâiä-

íîñòi ç äèõîòîìi÷íèì ïðîöåñîì. Â ðàìêàõ òåîði¨ íåïåðåðâíèõ ó ÷àñi âèïàäêîâèõ



181

áëóêàíü îòðèìàíî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ, ùî îïèñó¹ ðåëàêñàöiþ òàêèõ ñèñòåì

ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äîâiëüíèõ ðîçïîäiëiâ ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ¨õ ñòðóêòóðíèõ

åëåìåíòiâ ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ðiâíÿííÿ

âïåðøå âèçíà÷åíî àñèìïòîòè÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ ïðè íàÿâíîñòi âàæêèõ òà/àáî

íàäâàæêèõ õâîñòiâ çàçíà÷åíèõ ðîçïîäiëiâ. Ïîêàçàíî, ùî â öèõ âèïàäêàõ ðåëà-

êñàöiÿ âiäáóâà¹òüñÿ çà àíîìàëüíèìè (ïîâiëüíèìè òà íàäïîâiëüíèìè) çàêîíàìè,

ÿêi ¹ óíiâåðñàëüíèìè äëÿ çàçíà÷åíèõ ñèñòåì.

4. Çíàéäåíî òî÷íi çàêîíè ðåëàêñàöi¨ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, äëÿ ÿêèõ ÷àñ ïåðå-

áóâàííÿ ¨õ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ ó �âåðõíüîìó� òà �íèæíüîìó� ñòàíàõ õàðàê-

òåðèçó¹òüñÿ (1) åêñïîíåíöiàëüíèìè ðîçïîäiëàìè, (2) ðîçïîäiëàìè Åðëàíãà, (3)

ðîçïîäiëàìè Ìiòòàã-Ëåôôëåðà òà (4) îäíîñòîðîííiìè ðîçïîäiëàìè Ëåâi. Âñòà-

íîâëåíî, ùî ó ïåðøîìó âèïàäêó âiäáóâà¹òüñÿ äåáà¨âñüêà ðåëàêñàöiÿ, ó äðóãîìó

âèïàäêó ðåëàêñàöiÿ ìà¹ îñöèëþþ÷èé õàðàêòåð, à ó òðåòüîìó òà ÷åòâåðòîìó âè-

ïàäêàõ ðåàëiçóþòüñÿ àíîìàëüíî ïîâiëüíi ðåæèìè ðåëàêñàöi¨. Óñi çàêîíè ðåëàê-

ñàöi¨ äâîðiâíåâèõ ñèñòåì, ÿê òî÷íi, òàê i àñèìïòîòè÷íi, ïiäòâåðäæåíi øëÿõîì

÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ.
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ДОДАТОК А

Знаходження асимптотики 𝑃 (𝑥, 𝑡) для випадку 𝑙1 = 0, 𝛼 = 2 при

|𝑥| → ∞

Âðàõóâàâøè íàñòóïíèé ðîçêëàä íà ïðîñòi äðîáè

1

(1 + 𝜉2)(1 + 𝑏2𝜉4)
=

1

1 + 𝑏2

1

1 + 𝜉2
+

𝑏2

1 + 𝑏2

1− 𝜉2

1 + 𝑏2𝜉4
, (À.1)

ïiñëÿ äåÿêèõ ïåðåòâîðåíü âèðàç (3.84) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ 𝛽𝑡
𝜋(1 + 𝑏2)

̂︀𝐴𝐼1(𝑥, 𝑡) +
𝛽𝑡𝑏

2

𝜋(1 + 𝑏2)
̂︀𝐴𝐼2(𝑥, 𝑡)

+
𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢 ln(𝛽𝑡|𝑥|)
𝜋𝑉 (𝑡)

𝐼3(𝑥, 𝑡) +
𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢

𝜋𝑉 (𝑡)
𝐼4(𝑥, 𝑡). (À.2)

Â îñòàííié ôîðìóëi ìè ââåëè iíòåãðàëè

𝐼1(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 𝑒𝑖 𝛽𝑡|𝑥|𝜉 1

1 + 𝜉2
, (À.3)

𝐼2(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 𝑒𝑖 𝛽𝑡|𝑥|𝜉 1− 𝜉2

1 + 𝑏2𝜉4
, (À.4)

𝐼3(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 cos(𝛽𝑡𝑥𝜉)𝑒
−𝜉2𝜉2, (À.5)

𝐼4(𝑥, 𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 cos(𝛽𝑡𝑥𝜉)𝑒
−𝜉2𝜉2 ln 𝜉 (À.6)

òà îïåðàòîð

̂︀𝐴 = Re + 𝑏 sgn(𝑥)
𝜕2

𝜕(𝛽𝑡|𝑥|)2
Im. (À.7)
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Äàëi ìè ïðèâåäåìî çàçíà÷åíi iíòåãðàëè äî çðó÷íîãî âèãëÿäó, ùî äîçâîëèòü àíà-

ëiòè÷íî îòðèìàòè íåîáõiäíó àñèìïòîòèêó 𝑃 (𝑥, 𝑡) .

Iнтеграл (А.3). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ 𝑓1(𝑧) = 𝑒𝑖 𝛽𝑡|𝑥|𝑧/(1+𝑧2) â êîìïëåêñíié

ïëîùèíi 𝑧 = 𝜉+ 𝑖 𝜂 . Âîíà ìà¹ ïðîñòi ïîëþñè â òî÷êàõ 𝑧 = ±𝑖 . Iíòåãðóþ÷è ¨¨ ïî

êîíòóðó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ñ äîäàòíî¨ ÷àñòèíè äiéñíî¨ âiñi 𝜉 , äóãè êîëà ç ðàäióñîì

𝑅 → ∞ òà äîäàòíî¨ ÷àñòèíè óÿâíî¨ âiñi 𝜂 , îáõîäÿ÷è ïðè öüîìó ïîëþñ 𝑧 = 𝑖 ,

çàïèñó¹ìî öåé iíòåãðàë ó âèãëÿäi

𝐼1(𝑥, 𝑡) =
𝜋

2
𝑒−𝛽𝑡|𝑥| + 𝑖

∫︁ ∞
0

𝑑𝜂 𝑒−𝛽𝑡|𝑥|𝜂 1

1− 𝜂2
. (À.8)

Iнтеграл (А.4). Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ 𝑓2(𝑧) = 𝑒𝑖 𝛽𝑡|𝑥|𝑧(1 − 𝑧2)/(1 + 𝑏2𝑧4) .

Ó ïåðøîìó êâàäðàíòi ïëîùèíè 𝑧 âîíà ìà¹ ïðîñòèé ïîëþñ â òî÷öi 𝑒𝑖𝜋/4/
√︀
|𝑏| .

Iíòåãðóþ÷è ¨¨ ïî òàêîìó æ êîíòóðó, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îòðèìó¹ìî

𝐼2(𝑥, 𝑡) = 2𝜋𝜚 exp

{︃
−(1− 𝑖)𝛽𝑡|𝑥|√︀

2|𝑏|

}︃
+ 𝑖

∫︁ ∞
0

𝑑𝜂 𝑒−𝛽𝑡|𝑥|𝜂 1 + 𝜂2

1 + 𝑏2𝜂4
, (À.9)

äå

𝜚 = 𝜚(𝑥) =
1

|𝑏|
− 2
√︀

2/|𝑏| − 2
√︀

2|𝑏|+ 𝑖
(︁

2
√︀

2/|𝑏|+ 1− 2
√︀

2|𝑏|
)︁

(À.10)

Iнтеграл (А.5). Äàíèé iíòåãðàë ¹ òàáëè÷íèì i äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [305])

𝐼3(𝑥, 𝑡) =

√
𝜋

2

[︂
1− (𝛽𝑡𝑥)2

2

]︂
𝑒−(𝛽𝑡𝑥)2/4. (À.11)

Iнтеграл (А.6). Ïðèéíÿâøè äî óâàãè, ùî ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

𝜉2 ln 𝜉 = 𝜕𝜉𝜆/𝜕𝜆 |𝜆=2 , i, çíîâó æ òàêè, âðàõóâàâøè òàáëè÷íi ðåçóëüòàòè [305],
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çàïèñó¹ìî ôîðìóëó (À.6) ó âèãëÿäi

𝐼4(𝑥, 𝑡) =
𝜕

𝜕𝜆

∫︁ ∞
0

𝑑𝜉 cos(𝛽𝑡𝑥𝜉)𝑒
−𝜉2𝜉𝜆

⃒⃒⃒⃒
𝜆=2

=
𝜕

𝜕𝜆

{︂
Γ

(︂
𝜆+ 1

2

)︂
1𝐹1

[︂
𝜆+ 1

2
;
1

2
;−(𝛽𝑡𝑥)2

4

]︂}︂⃒⃒⃒⃒
𝜆=2

=

√
𝜋

4
(2− ln 4− 𝛾)

[︂
1− (𝛽𝑡𝑥)2

2

]︂
𝑒−(𝛽𝑡𝑥)2/4

+

√
𝜋

4

𝜕

𝜕̃︀𝜆1𝐹1

[︂̃︀𝜆;
1

2
;−(𝛽𝑡𝑥)2

4

]︂⃒⃒⃒⃒
̃︀𝜆=3/2

. (À.12)

Â îñòàííüîìó âèðàçi 1𝐹1[𝑎1; 𝑎2; 𝑧]� öå ãiïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöiÿ Êóììåðà.

Ïiñëÿ öèõ îá÷èñëåíü ìè îòðèìàëè ðåçóëüòàòè, ùî äîçâîëÿþòü îïèñàòè ïî-

âåäiíêó 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè |𝑥| ≫ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] . Áiëüø òîãî, äëÿ öåíòðàëüíî¨ îáëàñòi

|𝑥| ∝ 𝑂[1/𝑎(𝑡)] , ââiâøè â ðiâíÿííi (À.2) ìàñøòàáîâàíó êîîðäèíàòó 𝑦 = 𝑎(𝑡)𝑥 (ç

âiäïîâiäíîþ ìàñøòàáóþ÷îþ ôóíêöi¹þ 𝑎(𝑡) , ùî äà¹òüñÿ âèðàçîì (2.56)), ìîæíà

ïåðåêîíàòèñÿ, ùî àñèìïòîòè÷íà ó ÷àñi ïîâåäiíêà ( 𝑡→∞ ) öüîãî âèðàçó ïðÿìó¹

äî ãðàíè÷íîãî ðîçïîäiëó (2.57).

Âèðàç (À.2) ¹ äîâîëi ñêëàäíèì, àëå íàñ öiêàâèòü â ïåðøó ÷åðãó ïîâåäiíêà

õâîñòiâ 𝑃 (𝑥, 𝑡) ïðè |𝑥| → ∞ . Çàñòîñîâóþ÷è äî iíòåãðàëiâ â ïåðøîìó ðÿäêó âè-

ðàçó (À.2) (âîíè äàþòüñÿ ôîðìóëàìè (À.3) i (À.4)) îïåðàòîð ̂︀𝐴 (ôîðìóëà (À.7))

òà ëåìó Âàòñîíà [315], ïiñëÿ íåõòóâàííÿ ÷ëåíàìè ìåíøîãî ïîðÿäêó çíàõîäèìî

𝛽𝑡
𝜋(1 + 𝑏2)

̂︀𝐴𝐼1(𝑥, 𝑡) +
𝛽𝑡𝑏

2

𝜋(1 + 𝑏2)
̂︀𝐴𝐼2(𝑥, 𝑡) ≃

2𝑏 sgn(𝑥)

𝜋𝛽2
𝑡

1

|𝑥|3
(À.13)

ïðè |𝑥| → ∞ . Ó äðóãîìó ðÿäêó âèðàçó (À.2) ìè ñêîðèñòà¹ìîñÿ ôàêòàìè, ùî

äëÿ ãiïåðãåîìåòðè÷íî¨ ôóíêöi¨ Êóììåðà ìà¹ ìiñöå àñèìïòîòèêà 1𝐹1[𝑎1; 𝑎2; 𝑧] ∼
Γ(𝑎2)

Γ(𝑎2−𝑎1)(−𝑧)−𝑎1 ïðè |𝑧| → ∞ òà Re 𝑧 < 0 , à äëÿ ãàììà-ôóíêöi¨ Γ(𝜁) â îêîëi

ïîëþñó 𝜁 = −1 ñïðàâåäëèâî ñïiââiäíîøåííÿ Γ(𝜁) ∼ −1/(1 + 𝜁) (äèâ., íàïðèê-

ëàä, [377]). Òîäi, âèõîäÿ÷è iç ñêàçàíîãî, îäåðæó¹ìî

𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢 ln(𝛽𝑡|𝑥|)
𝜋𝑉 (𝑡)

𝐼3(𝑥, 𝑡) +
𝛽3
𝑡 ̃︀𝑢

𝜋𝑉 (𝑡)
𝐼4(𝑥, 𝑡) ≃

2̃︀𝑢
𝑉 (𝑡)

1

|𝑥|3
. (À.14)
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Íàðåøòi, ïðèéíÿâøè äî óâàãè âèçíà÷åííÿ (3.85) i (3.86 ), iç ôîðìóë (À.13) òà

(À.14) çíàõîäèìî

𝑃 (𝑥, 𝑡) ≃ ̃︀𝑢[2 + sgn(𝑥)𝜖]

𝑉 (𝑡)

1

|𝑥|3
(À.15)

ïðè |𝑥| → ∞ .
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ДОДАТОК Б

Альтернативне виведення релаксацiйного рiвняння

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê íåñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨. Íàãàäà¹ìî, ùî

ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè (4.1) � öå óñåðåäíåííÿ (ìàòåìàòè÷íå î÷iêóâàííÿ) ïðî-

öåñó 𝑓(𝑡) ïî âñiì ìîæëèâèì òðà¹êòîðiÿì. Öi òðà¹êòîði¨ õàðàêòåðèçóþòüñÿ òèì,

ùî ïî÷èíàþòüñÿ â ìîìåíò 𝑡0 = 0 ó òî÷öi 𝑓(0) = 1 òà çàêií÷óþòüñÿ â ìîìåíò ÷à-

ñó 𝑡 â òî÷öi 𝑓(𝑡) = 1 äëÿ ïàðíîãî ÷èñëà ñòðèáêiâ ïðîöåñó, àáî â òî÷öi 𝑓(𝑡) = −1

äëÿ íåïàðíîãî. Ñòðèáêè çäiéñíþþòüñÿ ó âèïàäêîâi ìîìåíòè 𝜏𝑛 (𝑛 = 1,∞) , i

ÿêùî ñòðèáîê âiäñóòíié (𝑛 = 0) , òî î÷åâèäíî, ùî 𝑓(𝑡) = 1 . Òàêèì ÷èíîì,

óñåðåäíåííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ïî âñiì ðåàëiçàöiÿì ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ñóìó óñå-

ðåäíåíü ïî ðåàëiçàöiÿì, äëÿ ÿêèõ 𝑛 = 0 , 𝑛 = 1 i 𝑛 ≥ 2 . Îòæå, çàêîí ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

𝜇(𝑡) = ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1>𝑡 ⟩+ ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2>𝑡 ⟩+ ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2≤𝑡 ⟩, (Á.1)

äå âåëè÷èíà ⟨𝑓(𝑡) |𝐴 ⟩ ïîêàçó¹ ìàòåìàòè÷íå î÷iêóâàííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) çà óìîâè,

ùî ïîäiÿ 𝐴 âiäáóëàñÿ.

Âèõîäÿ÷è iç ñêàçàíîãî, áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹, ùî

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1>𝑡 ⟩ = 𝑊 (0)(𝑡) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏1𝑝
+(𝜏1) (Á.2)

òà

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2>𝑡 ⟩ = −𝑊 (1)(𝑡) = −
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏1𝑝
+(𝜏1)

∫︁ ∞
𝑡−𝜏1

𝑑𝜏2𝑝
−(𝜏2). (Á.3)

Äàëi ïðè 𝑛 ≥ 2 ðîçiá'¹ìî ÷àñîâèé iíòåðâàë (0, 𝑡] íà ÷àñòèíè (0, 𝜏 ] i (𝜏, 𝑡] ,

äå 𝜏 = 𝜏1 + 𝜏2 (ðèñ. 4.1 (𝑎) ). Òîäi ïðîöåñ 𝑓(𝑡) , ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó

𝜏 = 𝑡 , ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íîâèé ïðîöåñ 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 , äëÿ ÿêîãî òî÷êà ñòàðòó

çñóíóòà íà 𝜏 âïðàâî ïî îñi 𝑡 , ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ñòàíîâèòü 𝑓(𝑡0) |𝑡0=𝜏 = 1 , à

òðèâàëiñòü áëóêàíü äîðiâíþ¹ 𝑡−𝜏 . Ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi öüîãî ïðîöåñó òàêi
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æ, ÿê i äëÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡 − 𝜏) , îñêiëüêè âîíè çàäàþòüñÿ ëèøå éîãî çíà÷åííÿì

íà ñòàðòi, òðèâàëiñòþ áëóêàíü i ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ó âåðõíüîìó òà

íèæíüîìó ïîëîæåííÿõ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî, î÷åâèäíî, ïðîöåñè 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 òà

𝑓(𝑡 − 𝜏) õàðàêòåðèçóþòüñÿ îäíàêîâèìè ðîçïîäiëàìè ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ. Çâiäñè

ñëiäó¹, ùî âñi ñòàòèñòè÷íi õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåñiâ 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 i 𝑓(𝑡 − 𝜏) ðiâíi,

âêëþ÷àþ÷è ðiâíiñòü ¨õ ñåðåäíiõ çíà÷åíü

⟨𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 ⟩ = ⟨𝑓(𝑡− 𝜏)⟩. (Á.4)

Ïiäêðåñëèìî ùî, çâiñíî, ñàìi ïðîöåñè 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 i 𝑓(𝑡−𝜏) íå ¹ òîòîæíiìè, ç òi¹þ

ëèøå ðiçíèöåþ, ùî ÷àñ ñòàðòó çìiùåíî. Îäíàê, ïðèéìàþ÷è ó çàãàëüíîìó âèïàä-

êó ðiçíi çíà÷åííÿ i ìàþ÷è ðiçíó òðèâàëiñòü ÷àñiâ 𝜏𝑛 , öi ïðîöåñè åêâiâàëåíòíi ó

ñòàòèñòè÷íîìó ñåíñi.

Äëÿ ôiêñîâàíîãî 𝜏 çíà÷åííÿ 𝑓(𝑡) ïðè óìîâi 𝑛 ≥ 2 (ïîçíà÷èìî öþ âå-

ëè÷èíó 𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2=𝜏 ) äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ ôóíêöi¨ 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 . Âîäíî÷àñ ñåðåäí¹

çíà÷åííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2=𝜏 ïî ðåàëiçàöiÿì äîðiâíþ¹ ñåðåäíüîìó çíà÷åííþ

𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 , ïîìíîæåíîìó íà éìîâiðíiñòü òîãî, ùî äðóãèé ñòðèáîê ôóíêöi¨ 𝑓(𝑡)

âiäáóâñÿ â iíòåðâàëi (𝜏, 𝜏 + 𝑑𝜏) ïðè 𝑑𝜏 → 0 . Ïðèéìåìî äî óâàãè, ùî ðîçïîäiëè

âèïàäêîâèõ âåëè÷èí 𝜏1 i 𝜏2 ñòàíîâëÿòü 𝑝+(𝜏1) i 𝑝−(𝜏2) âiäïîâiäíî. Çíà÷èòü,

âðàõîâóþ÷è, ùî ãóñòèíà éìîâiðíîñòi âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝜏1 + 𝜏2 = 𝜏 äîðiâíþ¹∫︀ 𝜏

0 𝑑𝜏
′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝜏 − 𝜏 ′) [29], îòðèìó¹ìî

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2=𝜏 ⟩ = 𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑑𝜏 ′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝜏 − 𝜏 ′)⟨𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 ⟩. (Á.5)

Öÿ ôîðìóëà iç óðàõóâàííÿì ðiâíîñòi (Á.4) ïðèéìà¹ âèãëÿä

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2=𝜏 ⟩ = 𝑑𝜏

∫︁ 𝜏

0

𝑑𝜏 ′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝜏 − 𝜏 ′)⟨𝑓(𝑡− 𝜏)⟩. (Á.6)

Âåëè÷èíà ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2≤𝑡 ⟩ ¹ ñåðåäíiì çíà÷åííÿì ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ïðè 𝑛 ≥ 2 äëÿ

âñiõ çíà÷åíü çìiííî¨ 𝜏 (𝜏 ∈ (0, 𝑡]) . Òàêèì ÷èíîì, âîíà çàäà¹òüñÿ iíòåãðóâàííÿì
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⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2=𝜏 ⟩ âiäíîñíî âñiõ ìîæëèâèõ 𝜏 , à çíà÷èòü

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2≤𝑡 ⟩ =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏⟨𝑓(𝑡− 𝜏)⟩
∫︁ 𝜏

0

𝑑𝜏 ′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝜏 − 𝜏 ′). (Á.7)

Îòæå, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè òîé ôàêò, ùî ⟨𝑓(𝑡 − 𝜏)⟩ = 𝜇(𝑡 − 𝜏) (âèçíà÷åííÿ

(4.1)), îòðèìó¹ìî

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1+𝜏2≤𝑡 ⟩ =

∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝜇(𝑡− 𝜏)

∫︁ 𝜏

0

𝑑𝜏 ′𝑝+(𝜏 ′)𝑝−(𝜏 − 𝜏 ′). (Á.8)

I, íàñàìêiíåöü, ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (Á.2), (Á.3) i (Á.8) â ðiâíÿííÿ (Á.1), à òà-

êîæ âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ âiäïîâiäíèõ ôóíêöié 𝜓(𝑡) i 𝜑(𝑡) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

¨õ çãîðòîê,
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏𝜓(𝜏)𝜑(𝑡− 𝜏) =
∫︀ 𝑡

0 𝑑𝜏𝜓(𝑡− 𝜏)𝜑(𝜏) , ïðèõîäèìî äî iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ (4.17).

Îòðèìà¹ìî äàëi iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.19) äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ðåëàêñàöi¨.

Ìåòîä âèâåäåííÿ áóäå àíàëîãi÷íèì íåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó, àëå ç ðiçíèöåþ,

ùî óñåðåäíåííÿ ïðîöåñó 𝑓(𝑡) ïî âñiõ ðåàëiçàöiÿõ çàïèøåìî ÿê ñóìó óñåðåäíåíü

ïî ðåàëiçàöiÿõ, äëÿ ÿêèõ 𝑛 = 0 i 𝑛 ≥ 1 . Çíà÷èòü ðåëàêñàöiéíó ôóíêöiÿ 𝜇(𝑡)

ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi

𝜇(𝑡) = ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1>𝑡 ⟩+ ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1≤𝑡 ⟩, (Á.9)

äå

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1>𝑡 ⟩ = 𝑊 (0)(𝑡) =

∫︁ ∞
𝑡

𝑑𝜏1𝑝(𝜏1). (Á.10)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ⟨𝑓(𝑡) |𝜏1≤𝑡 ⟩ ðîçiá'¹ìî iíòåðâàë ÷àñó (0, 𝑡] ïðîìiæíîþ òî÷-

êîþ 𝜏 = 𝜏1 íà ÷àñòèíè (0, 𝜏 ] è (𝜏, 𝑡] (ðèñ. 4.1, (𝑏) ). Ïî÷èíàþ÷è ç ìîìåíòó ÷àñó

𝑡 = 𝜏 ïðîöåñ 𝑓(𝑡) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê íîâèé ïðîöåñ 𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 ç ïî÷àòêîâîþ

óìîâîþ 𝑓(𝑡0) |𝑡0=𝜏 = −1 . Îòæå, îäíàêîâi ñòàòèñòè÷íi âëàñòèâîñòi áóäóòü ìàòè

ïðîöåñè 𝑓(𝑡 − 𝜏) i −𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 . Ïîâòîðþþ÷è ïîïåðåäí¹ äîâåäåííÿ, çàïèøåìî
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ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 𝑓(𝑡) ïðè óìîâi, ùî ïåðøèé ñòðèáîê áóâ ó iíòåðâàëi (𝜏, 𝜏+𝑑𝜏)

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1=𝜏 ⟩ = 𝑑𝜏𝑝(𝜏)⟨𝑓(𝑡) |𝑡0=𝜏 ⟩ (Á.11)

àáî (ùî ðiâíîöiííî)

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1=𝜏 ⟩ = −𝑑𝜏𝑝(𝜏)⟨𝑓(𝑡− 𝜏)⟩. (Á.12)

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ 𝑓(𝑡) ïðè óìîâi, ùî çà ÷àñ 𝑡 âiäáóâñÿ õî÷à á îäèí ñòðèáîê

ïðîöåñó, äà¹òüñÿ âèðàçîì

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1≤𝑡 ⟩ = −
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏⟨𝑓(𝑡− 𝜏)⟩𝑝(𝜏). (Á.13)

Çâiäñè, ïðèéìàþ÷è äî óâàãè âèçíà÷åííÿ (4.1), çíàõîäèìî

⟨𝑓(𝑡) |𝜏1≤𝑡 ⟩ = −
∫︁ 𝑡

0

𝑑𝜏𝜇(𝑡− 𝜏)𝑝(𝜏). (Á.14)

Ó ïiäñóìêó, ïiäñòàâëÿþ÷è âèðàçè (Á.10), (Á.14) â (Á.9) òà âðàõîâóþ÷è âëàñòè-

âiñòü çãîðòêè ôóíêöié, ïðèõîäèìî äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.19).
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ДОДАТОК В

Знаходження закону релаксацiї Мiттаг-Леффлера

Äëÿ çíàõîäæåííÿ îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà âiä (5.24) i (5.25) ââå-

äåìî ôóíêöiþ

𝑔𝑠 =
𝑠𝑎−1

𝑠𝑎 + 𝑠𝑏 + 1
, (Â.1)

äå ïàðàìåòðè {𝑎, 𝑏} ∈ (0, 1] i 𝑎 ̸= 𝑏 . Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ 𝑔𝑠 â êîìïëåêñíié

ïëîùèíi ìà¹ ðîçãàëóäæåííÿ â òî÷êàõ 𝑠 = 0 i 𝑠 =∞ , à òîìó ¹ áàãàòîçíà÷íîþ.

Öå âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåé ôóêíöi¨ 𝑠𝜈 [315], äå 𝜈 � áóäü-ÿêå êîìïëåêñíå ÷èñëî.

Îáëàñòü îäíîçíà÷íîñòi äëÿ 𝑠𝜈 (à òîìó i äëÿ 𝑔𝑠 ) ìîæíà, íàïðèêëàä, âèäiëèòè

óìîâîþ | arg(𝑠)| < 𝜋 . Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (Â.1) â äàíié îáëàñòi ¹ àíàëiòè-

÷íîþ, òîáòî íå áóäå ìàòè ïîëþñiâ. Äëÿ öüîãî íàì òðåáà ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ

𝑤𝑠 = 𝑠𝑎 + 𝑠𝑏 + 1 (Â.2)

íå ìà¹ íóëiâ ïðè | arg(𝑠)| < 𝜋 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ 𝑠𝑎 = |𝑠|𝑎𝑒𝑖𝑎 arg(𝑠) òà 𝑠𝑏 = |𝑠|𝑏𝑒𝑖𝑏 arg(𝑠) (òóò

ìè âðàõóâàëè, ùî áåðåìî ãîëîâíi ãiëêè äàíèõ ôóíêöié), çíàõîäèìî íàñòóïíèé

âèãëÿä ôóíêöi¨ 𝑤𝑠

𝑤𝑠 = |𝑠|𝑎 cos[𝑎 arg(𝑠)] + |𝑠|𝑏 cos[𝑏 arg(𝑠)] + 1

+𝑖
(︀
|𝑠|𝑎 sin[𝑎 arg(𝑠)] + |𝑠|𝑏 sin[𝑏 arg(𝑠)]

)︀
. (Â.3)

Îñêiëüêè | arg(𝑠)| < 𝜋 i {𝑎, 𝑏} ∈ (0, 1] , òî {𝑎, 𝑏}| arg(𝑠)| < 𝜋 . Òàêèì ÷èíîì, ïðè

arg(𝑠) ∈ (0, 𝜋) äëÿ óÿâíî¨ ÷àñòèíè 𝑤𝑠 ìà¹ìî Im𝑤𝑠 > 0 , à ïðè arg(𝑠) ∈ (−𝜋, 0)

îòðèìó¹ìî Im𝑤𝑠 < 0 . ßêùî æ arg(𝑠) = 0 , òî äiéñíà ÷àñòèíà 𝑤𝑠 çàäîâîëüíÿ¹

íåðiâíiñòü Re𝑤𝑠 = |𝑠|𝑎 + |𝑠|𝑏 + 1 > 1 . Îòæå, ïðè | arg(𝑠)| < 𝜋 ôóíêöiÿ 𝑤𝑠 ̸= 0 ,

à çíà÷èòü 𝑔𝑠 àíàëiòè÷íà â çàçíà÷åíié îáëàñòi.
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Ðîçãëÿíåìî â êîìïëåêñíié ïëîùèíi 𝑠 = 𝑢+ 𝑖𝑣 çàìêíóòèé êîíòóð 𝐶 , ÿêèé

çîáðàæåíî íà ðèñóíêó Â.1. Â îáëàñòi, ùî îáìåæåíà äàíèì êîíòóðîì, ôóíêöiÿ

𝑔𝑠 ¹ àíàëiòè÷íîþ, à òîìó çà òåîðåìîþ Êîøi∮︁
𝐶

𝑑𝑠 𝑔𝑠 = 0. (Â.4)

Êîíòóð 𝐶 (äèâ. ðèñ. Â.1) ðîçêëàäà¹ìî íà ñêëàäîâi ÷àñòèíè 𝐶 = 𝐶𝐵𝑟 + 𝐶+
𝑅 +

Ðèñ. Â.1. Êîíòóð iíòåãðóâàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ 𝑔𝑠 (ôîðìóëà (Â.1)).

𝐶+
𝑙 +𝐶𝑟 +𝐶−𝑙 +𝐶−𝑅 , äå 𝐶𝐵𝑟 � âåðòèêàëüíà ïðÿìà ç Re 𝑠 > 0 (êîíòóð Áðîìâi÷à),

𝐶±𝑅 � äóãè êîëà ç öåíòðîì 𝑠 = 0 i ðàäióñîì 𝑅 , 𝐶𝑟 � äóãà êîëà ç öåíòðîì

𝑠 = 0 i ðàäióñîì 𝑟 , 𝐶±𝑙 � âiäïîâiäíi ãîðèçîíòàëüíi ïðÿìi ç Im 𝑠 = ±𝜀 . ßêùî

𝑅 → ∞ , òî çà ëåìîþ Æîðäàíà ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iíòåãðàë
∫︀
𝐶±

𝑅
𝑑𝑠 𝑔𝑠 → 0 .

Òàêîæ íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî
∫︀
𝐶𝑟
𝑑𝑠 𝑔𝑠 → 0 ïðè 𝑟 → 0 . Äàëi âèêîðèñòà¹ìî

ïðåäñòàâëåííÿ 𝑠 = 𝜌𝑒𝑖 arg(𝑠) , äå çìiííà 𝜌 = |𝑠| , òîäi (âðàõîâóþ÷è, ùî 𝜀→ 0 ) íà

ïðÿìié 𝐶+
𝑙 îòðèìó¹ìî 𝑠 = 𝜌1𝑒

𝑖𝜋 , 𝜌1 ∈ (∞, 0] ; à íà ïðÿìié 𝐶−𝑙 ìà¹ìî 𝑠 = 𝜌2𝑒
−𝑖𝜋 ,
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𝜌1 ∈ [0,∞) . Îòæå, òàê ÿê (2𝜋𝑖)−1
∫︀
𝐶𝐵𝑟

𝑑𝑠 𝑔𝑠 → ℒ−1{𝑔𝑠} , òî çíàõîäèìî

𝑔(𝑡) =

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−𝑥𝑡[sin(𝜋𝑎)𝑥𝑎−1 − sin[𝜋(𝑏− 𝑎)]𝑥𝑎+𝑏−1]/𝜋

1 + 2 cos(𝜋𝑎)𝑥𝑎 + 2 cos(𝜋𝑏)𝑥𝑏 + 2 cos[𝜋(𝑏− 𝑎)]𝑥𝑎+𝑏 + 𝑥2𝑎 + 𝑥2𝑏
.

(Â.5)

Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó 𝛼 < 𝛽 iç ðiâíÿííÿ (5.24) ñëiäó¹ çàêîí ðåëàêñàöi¨

𝜇(𝑡) = 1− 2

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−𝑥𝑡 ×

sin[𝜋(𝛽 − 𝛼)]𝑥𝛽−𝛼−1 − sin(𝜋𝛼)𝑥2𝛽−𝛼−1

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑥2𝛽−𝛼 + 2 cos[𝜋(𝛽 − 𝛼)]𝑥𝛽−𝛼 + 2 cos(𝜋𝛽)𝑥𝛽 + 𝑥2(𝛽−𝛼) + 𝑥2𝛽
.

(Â.6)

À ÿêùî 𝛽 < 𝛼 , òî iç âèðàçó (5.25) ìà¹ìî

𝜇(𝑡) = −1 +
2

𝜋

∫︁ ∞
0

𝑑𝑥 𝑒−𝑥𝑡 ×

sin[𝜋(𝛼− 𝛽)]𝑥𝛼−𝛽−1 + sin(𝜋𝛼)𝑥𝛼−1

1 + 2 cos(𝜋𝛼)𝑥𝛼 + 2 cos[𝜋(𝛼− 𝛽)]𝑥𝛼−𝛽 + 2 cos(𝜋𝛽)𝑥2𝛼−𝛽 + 𝑥2(𝛼−𝛽) + 𝑥2𝛼
.

(Â.7)



225

ДОДАТОК Г

Дослiдження збiжностi рядiв для релаксацiї Мiттаг-Леффлера та

Левi

Релаксацiя Левi

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó áiëüø ïðîñòèé âèïàäîê ðåëàêñàöi¨ Ëåâi. Î÷åâèäíî, ùî

ïî êðèòåðiþ Ëåéáíiöà [318] ðÿä (5.41) ¹ çáiæíèì, îñêiëüêè âií çíàêîçìiííèé i

ôóíêöiÿ Φ𝛼

(︀
𝑛−1/𝛼𝑡

)︀
→ 0 ïðè 𝑛→∞ . Îöiíèìî òåïåð øâèäêiñòü çáiæíîñòi öüîãî

ðÿäó, òîáòî ïîâåäiíêó Φ𝛼

(︀
𝑛−1/𝛼𝑡

)︀
ïðè 𝑛→∞ i áóäü-ÿêèõ êiíöåâèõ çíà÷åííÿõ

÷àñó 𝑡 .

Âiäîìî [373], ùî ïðè 𝜏 → 0 ìà¹ ìiñöi íàñòóïíà àñèìïòîòèêà äëÿ îäíîñòî-

ðîííüîãî ðîçïîäiëó Ëåâi

𝑙𝛼(𝜏) ∼ 𝐾𝜏−(2−𝛼)/(2−2𝛼)𝑒−𝐴𝜏−𝛼/(1−𝛼)

, (Ã.1)

äå ïàðàìåòðè

𝐴 = (1− 𝛼)𝛼𝛼/(1−𝛼), (Ã.2)

𝐾 =
1√︀

2𝜋(1− 𝛼)
𝛼1/(2−2𝛼). (Ã.3)

Ïðè âèõîäi â êîìïëåêñíó ïëîùèíó ôóíêöiÿ 𝑙𝛼(𝜏) â òî÷öi 𝜏 = 0 ìà¹ ñóòò¹âó

îñîáëèâiñòü. ×åðåç öå ïðè äiéñíèõ 𝜏 ≥ 0 â îêîëi òî÷êè 𝜏 = 0 ïîâåäiíêà 𝑙𝛼(𝜏)

òàêîæ ¹ äîâîëi íåçâè÷íîþ. Íàïðèêëàä, ïðè 𝛼 = 1/20 ôóíêöiÿ 𝑙1/20(0) = 0 ,

àëå âæå äëÿ åêñòðåìàëüíî ìàëèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó 𝜏 ∼ 10−26 âèíèêà¹ äóæå

çíà÷íèé ïiê ïîðÿäêó 1016 . Ïðè öüîìó äàíèé ðîçïîäië Ëåâi (ÿê i óñi ñòiéêi ðîç-

ïîäiëè) ¹ óíiìîäàëüíèì [370, 378] i ïðè 𝛼→ 0 òî÷êà ìàêñèìóìó òàêîæ ïðÿìó¹

äî íóëÿ.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôîðìóëè (Ã.1)�(Ã.3) â âèðàç (5.40) i âðàõîâóþ÷è, ùî äëÿ

íåïîâíî¨ ãàììà-ôóíêöi¨ âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ Γ(𝑧, 𝑐) =
∫︀∞
𝑧 𝑑𝑥 𝑥𝑐−1𝑒−𝑥 ∼
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𝑧𝑐−1𝑒−𝑧 ïðè 𝑧→∞ (öå íåâàæêî ïîêàçàòè iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè), çíàõîäèìî

àñèìïòîòèêó ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó îäíîñòîðîííüî¨ ãóñòèíè Ëåâi ïðè 𝑡→ 0

Φ𝛼(𝑡) ∼ ̃︀𝐾𝑡𝛼/(2−2𝛼)𝑒−𝐴𝑡−𝛼/(1−𝛼)

, (Ã.4)

äå

̃︀𝐾 =
1√︀

2𝜋(1− 𝛼)
𝛼−1/(2−2𝛼). (Ã.5)

À çíà÷èòü ïðè êiíöåâèõ 𝑡 i 𝑛→∞ ìà¹ ìiñöå ñïiââiäíîøåííÿ

Φ𝛼

(︁
𝑛−1/𝛼𝑡

)︁
∼ ̃︀𝐾 𝑡𝛼/(2−2𝛼)

𝑛1/(2−2𝛼)
𝑒−𝐴𝑡−𝛼/(1−𝛼)𝑛1/(1−𝛼)

. (Ã.6)

Òàêèì ÷èíîì, ó âèðàçi (5.41) ïðè 𝑛→∞ ÷ëåíè Φ𝛼

(︀
𝑛−1/𝛼𝑡

)︀
äóæå øâèäêî

ïðÿìóþòü äî íóëÿ. Ïðè ÷îìó, ÿê ìè áà÷èìî, ïîðÿäîê ïðÿìóâàííÿ äî íóëÿ áóäå

íàâiòü øâèäøèé, íiæ åêñïîíåíöiàëüíèé.

Релаксацiя Мiттаг-Леффлера

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî i äëÿ ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ðÿäè (5.31) i (5.34)

òàêîæ ¹ øâèäêî çáiæíèìè. Ïðè 𝛼 < 𝛽 iç (5.31) ñëiäó¹, ùî íàì ñëiä ïðîàíàëi-

çóâàòè àñèìïòîòèêó ôóíêöi¨

ℐ<𝑛 = 𝑡𝛼𝑛𝐸𝑛
𝛽,𝛼𝑛+1(−𝑡𝛽) = ℒ−1

{︂
𝑠−𝛼𝑛−1

(1 + 𝑠−𝛽)𝑛

}︂
, (Ã.7)

à ïðè 𝛼 > 𝛽 iç ôîðìóëè (5.34) âèïëèâà¹ ïîòðåáà äîñëiäæåííÿ ôóíêöi¨

ℐ>𝑛 = 𝑡(𝛼−𝛽)+𝛽𝑛𝐸𝑛
𝛼,𝛽𝑛+(𝛼−𝛽)+1(−𝑡𝛼) = ℒ−1

{︂
𝑠−𝛽𝑛−(𝛼−𝛽)−1

(1 + 𝑠−𝛼)𝑛

}︂
(Ã.8)

äëÿ 𝑛→∞ .

Îòæå, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî íåîáõiäíî çíàéòè àñèìïòîòè÷íó ïî-



227

âåäiíêó iíòåãðàëó

ℐ𝑛 =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝒞
𝑑𝑠
𝑒𝑠𝑡

𝑠𝑘
𝑠−𝛼𝑛

(1 + 𝑠−𝛽)𝑛
(Ã.9)

çà óìîâè 𝑛 → ∞ . Ïðè öüîìó ó âèïàäêó 𝛼 < 𝛽 â ðåçóëüòàòi íàì ñëiäó¹ ïî-

êëàñòè 𝑘 = 1 , à ó âèïàäêó 𝛼 > 𝛽 ïîìiíÿòè ìiñöÿìè ïàðàìåòðè 𝛼 òà 𝛽 , à

ïîòiì ïîêëàñòè 𝑘 = (𝛼 − 𝛽) + 1 . Øëÿõ iíòåãðóâàííÿ 𝒞 ÿâëÿ¹ ñîáîþ âåðòè-

êàëüíó ïðÿìó ç Re 𝑠 > 1 . Çàóâàæèìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ìà¹ òî÷êó

ðîçãàëóäæåííÿ 𝑠 = 0 òà ¹ áàãàòîçíà÷íîþ. Îäíîçíà÷íiñòü äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî

çðîáèòè ðîçðiç âçäîâæ íåãàòèâíî¨ ÷àñòèíè äiéñíî¨ âiñi ïëîùèíè 𝑠 . Òàêîæ çà-

çíà÷èìî, ùî iíäåêñ 𝑛 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, àëå ðîçðàõóíêè ìè âèêîíà¹ìî äëÿ

áiëüø çàãàëüíîãî âèïàäêó âñiõ äîäàòíiõ âåëèêèõ 𝑛 .

Äëÿ çíàõîäæåííÿ àñèìïòîòèêè ℐ𝑛 ìè âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ïåðåâàëó (äèâ.,

íàïðèêëàä, [379,380]), ÿêèé â àíãëîìîâíié ëiòåðàòóði ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìåòî-

äîì íàéøâèäøîãî ñïóñêó (method of steepest descent). Ïîÿñíèìî äàëi êîðîòêî

ñóòü öüîãî ìåòîäó, îñêiëüêè âií íå çâîäèòüñÿ äî ïðîñòîãî âèêîðèñòàííÿ ÿêî¨ñü

ôîðìóëè. Öå ïîâ'ÿçàíî ç òèì, ùî ìåòîä ïåðåâàëó ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ åòàïiâ: òî-

ïîëîãi÷íîãî (ïîáóäîâà êîíòóðó äëÿ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó) i àíàëiòè÷íîãî (áåç-

ïîñåðåäí¹ îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó), i â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïåðøèé òîïîëîãi÷íèé

åòàï, à çàí÷èòü i âñå îá÷èñëåííÿ, íå çàâæäè ìîæíà âèêîíàòè.

Ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðó 𝑛 âåëè÷èíà iíòåãðàëó
∫︀
𝒞 𝑑𝑠 ℎ(𝑠)𝑒𝑛𝐹 (𝑠)

(ℎ(𝑠) òà 𝐹 (𝑠)� àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨) áóäå çàäàâàòèñÿ òi¹þ äiëÿíêîþ iíòåãðóâàí-

íÿ, äå çíà÷åííÿ
⃒⃒
𝑒𝑛𝐹 (𝑠)

⃒⃒
= 𝑒𝑛Re𝐹 (𝑠) , à òîìó i Re𝐹 (𝑠) , ¹ íàéáiëüøèì ó ïîðiâíÿííi

çi çíà÷åííÿìè íà iíøié ÷àñòèíi öüîãî êîíòóðó. Ïðè öüîìó iíòåãðàë îöiíþ¹òüñÿ

òèì êðàùå, ÷èì ìåíøà äîâæèíà öi¹¨ ÷àñòèíè êîíòóðó i ÷èì øâèäøå ïàäà¹ âåëè-

÷èíà Re𝐹 (𝑠) . Ó çâ'ÿçêó ç öèì äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïåðåâàëó øëÿõ iíòåãðó-

âàííÿ 𝒞 ïîòðiáíî äåôîðìóâàòè â íàéáiëüø çðó÷íèé øëÿõ ̃︀𝒞 , êîðèñòóþ÷èñü òèì
ôàêòîì, ùî çà òåîðåìîþ Êîøi òàêà äåôîðìàöiÿ íå çìiíþ¹ âåëè÷èíè iíòåãðàëó.

Îñêiëüêè ôóíêöiÿ 𝐹 (𝑠) � àíàëiòè÷íà, òî iç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó ìîäó-

ëÿ [315] ñëiäó¹, ùî Re𝐹 (𝑠) íå ìîæå ìàòè òî÷îê ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìó i ìiíiìó-
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ìó ó âñié îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi, à òî÷êè, â ÿêèõ 𝐹 ′(𝑠) = 0 , áóäóòü äëÿ íå¨ òî÷êà-

ìè ïåðåâàëó (ñiäëîâèìè òî÷êàìè). À òîìó, ÿêùî êîíòóð ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó

ïåðåâàëó 𝑠0 , òî íà öüîìó êîíòóði ôóíêöiÿ Re𝐹 (𝑠) áóäå äîñÿãàòè íåîáõiäíèé

ëîêàëüíèé åêñòðåìóì ñàìå â äàíié òî÷öi. Â íàøîìó âèïàäêó òî÷êà ïåðåâàëó áó-

äå îäíi¹þ, àëå âçàãàëi ¨õ ìîæå áóòè i áiëüøå. Òàêîæ âiäìiòèìî, ùî òàê ÿê òî÷êà

åêñòðåìóìó íà êîíòóði áóäå îäíi¹þ, òî ôàêò, ùî âîíà ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó, ëåãêî

âñòàíîâèòè, çíàéøîâøè çíà÷åííÿ Re𝐹 (𝑠) íà éîãî êiíöÿõ. Êîíòóð iíòåãðóâàííÿ̃︀𝒞 çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì Im𝐹 (𝑠) = 𝑐0 = const , âçäîâæ öi¹¨ ëiíi¨ ôóíêöiÿ Re𝐹 (𝑠)

ìà¹ íàéáiëüøó øâèäêiñòü ñïàäàííÿ. Ïiñëÿ äåôîðìàöi¨ ïî÷àòêîâîãî êîíòóðó 𝒞

â ̃︀𝒞 àñèìïòîòèêó iíòåãðàëó ìîæíà áåçïîñåðåäíüîãî îá÷èñëèòè çà ìåòîäîì Ëà-

ïëàñà (àáî ó ðàçi íåîáõiäíîñòi çà ëåìîþ Âàòñîíà). Ìîæëèâiñòü âèêîðèñòàííÿ

ìåòîäó Ëàïëàñà ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî iíòåãðàë
∫︀
𝒞 𝑑𝑠 ℎ(𝑠)𝑒𝑛𝐹 (𝑠) òðàíñôîðìó¹òüñÿ

â 𝑒𝑖 𝑛𝑐0
∫︀̃︀𝒞 𝑑𝑠 ℎ(𝑠)𝑒𝑛Re𝐹 (𝑠) i ìè ïîçáóâà¹ìîñÿ âiä îñöèëÿöié ôóíêöi¨ 𝐹 (𝑠) , ÿêi çó-

ìîâëåíi ¨¨ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ. Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ïîáóäîâà

êîíòóðó ̃︀𝒞 ¹ íåòðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ, áiëüø òîãî òàêîãî øëÿõó ìîæå ïðîñòî íå

iñíóâàòè.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îá÷èñëåííÿ àñèìïòîòèêè ℐ𝑛 . Çðîáèìî ñïî÷àòêó çàìiíó

çìiííî¨ iíòåãðóâàííÿ 𝑠 = 𝑛𝑧 , òîäi

ℐ𝑛 =
1

2𝜋𝑖

1

𝑛𝛼𝑛+𝑘−1

∫︁
𝒞

𝑑𝑧

𝑧𝑘
𝑒𝑛[𝑡𝑧−𝛼 ln 𝑧]

[1 + (𝑛𝑧)−𝛽]
𝑛 . (Ã.10)

Öåé âèðàç ìè iíòåãðó¹ìî âçäîâæ øëÿõó ç |𝑛𝑧| > 1 , à çíà÷èòü ìîæåìî âèêîðè-

ñòàòè áiíîìiàëüíèé ðîçêëàä [377]
[︀
1 + (𝑛𝑧)−𝛽

]︀−𝑛
=
∑︀∞

𝑚=0

(︀−𝑛
𝑚

)︀
(𝑛𝑧)−𝛽𝑚 , äå

(︀−𝑛
𝑚

)︀
� áiíîìiàëüíèé êîåôiöi¹íò. Ïiäòàâëÿþ÷è öþ ôîðìóëó â ðiâíÿííÿ (Ã.10) òà çìi-

íþþ÷è ïîðÿäîê ñóìóâàííÿ òà iíòåãðóâàííÿ (ìè öå ìîæåìî çðîáèòè, îñêiëüêè

áiíîìiàëüíèé ðÿä àáñîëþòíî çáiæíèé), îòðèìó¹ìî

ℐ𝑛 =
1

2𝜋𝑖

1

𝑛𝛼𝑛+𝑘−1

∞∑︁
𝑚=0

(︂
−𝑛
𝑚

)︂
1

𝑛𝛽𝑚

∫︁
𝒞

𝑑𝑧

𝑧𝑘+𝛽𝑚
𝑒𝑛[𝑡𝑧−𝛼 ln 𝑧] (Ã.11)

Iç âëàñòèâîñòåé áiíîìiàëüíîãî êîåôiöi¹íòó ñëiäó¹ ðiâíiñòü
(︀−𝑛
𝑚

)︀
=
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(−1)𝑚
(︀
𝑛−1+𝑚

𝑚

)︀
= (−1)𝑚

𝑚!
Γ(𝑛+𝑚)

Γ(𝑛) . Íà îñíîâi ôîðìóëè Ñòiðëiíãà [318, 380] ïðè

𝑛→∞ ìà¹ìî Γ(𝑛+𝑚)
Γ(𝑛) ∼ 𝑛𝑚 , à òîìó

ℐ𝑛 ∼
1

2𝜋𝑖

1

𝑛𝛼𝑛+𝑘−1

∞∑︁
𝑚=0

(−1)𝑚

𝑚!
𝑛(1−𝛽)𝑚𝐽 (𝑚)

𝑛 , (Ã.12)

äå ìè ââåëè

𝐽 (𝑚)
𝑛 =

∫︁
𝒞

𝑑𝑧

𝑧𝑘+𝛽𝑚
𝑒𝑛[𝑡𝑧−𝛼 ln 𝑧]. (Ã.13)

Òåïåð ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè ìåòîä ïåðåâàëà äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ

𝐽
(𝑚)
𝑛 ïðè âåëèêèõ 𝑛 . Iç ôîðìóëè (Ã.13) ìà¹ìî 𝐹 (𝑧) = 𝑡𝑧−𝛼 ln 𝑧 , à òîìó 𝐹 ′(𝑧) =

𝑡 − 𝛼/𝑧 i ñiäëîâà òî÷êà 𝑧0 = 𝛼/𝑡 . Äàëi, ïîêëàâøè 𝑧 = 𝑢 + 𝑖𝑣 , ïåðåïèøåìî

ôóíêöiþ 𝐹 (𝑧) ó âèãëÿäi

𝐹 (𝑧) = 𝑡𝑢− 𝛼 ln
√︀
𝑢2 + 𝑣2 + 𝑖 [𝑡𝑣 − 𝛼 arctan(𝑣/𝑢)]. (Ã.14)

ßê âæå çàçíà÷àëîñÿ, êðèâà ïîñòiéíîãî ðiâíÿ äëÿ Im𝐹 (𝑧) ¹ êðèâîþ íàé-

øâèäøîãî ñïóñêó äëÿ Re𝐹 (𝑧) , ó íàøîìó âèïàäêó âîíà çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

𝑡𝑣 − 𝛼 arctan(𝑣/𝑢)=const . Âðàõîâóþ÷è, ùî öÿ ëiíiÿ ïîâèííà ïðîõîäèòè ÷åðåç

òî÷êó ïåðåâàëó 𝑧0 = 𝛼/𝑡 (òîáòî 𝑢0 = 𝛼/𝑡 òà 𝑣0 = 0 ) îòðèìó¹ìî, ùî const = 0

i ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ êðèâî¨ íàéøâèäøîãî ñïóñêó ̃︀𝒞 ïðèéìà¹ âèãëÿä

𝑡𝑣 − 𝛼 arctan(𝑣/𝑢) = 0. (Ã.15)

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ ìà¹ äâà ðîçâ'ÿçêè: 𝑣 = 0 òà 𝑢 = 𝑣 cot[(𝑡/𝛼)𝑣] , íåîá-

õiäíèé íàì êîíòóð çàäà¹òüñÿ äðóãèì ðiâíÿííÿì. Íåâàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

òî÷êà 𝑧0 äiéñíî ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó äëÿ 𝑒𝑛Re𝐹 (𝑧) âçäîâæ ëiíi¨, ùî äà¹òüñÿ

öèì ðiâíÿííÿì. Íà ðèñóíêó çîáðàæåíî âèãëÿä êîíòóðó ̃︀𝒞 , âií ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó ïåðåâàëó 𝑢0 = 𝛼/𝑡 , ïåðåòèíà¹ âiñü 𝑣 â òî÷êàõ ±𝜋𝛼/2𝑡 , òà ïðÿìó¹ äî

𝑧 = −∞ ± 𝑖𝜋𝛼/𝑡 . Ïðè öüîìó çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Êîøi òà ëåìè Æîðäàíà

ìîæíà âïåâíèòèñÿ, ùî êîíòóð 𝒞 äiéñíî äåôîðìó¹òüñÿ â ̃︀𝒞 , íå çìiíþþ÷è ïðè
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öüîìó çíà÷åííÿ iíòåãðàëó (Ã.13).

t2

t2

t

t

u

v

t

Ðèñ. Ã.1. Êîíòóð iíòåãðóâàííÿ ̃︀𝒞 (ðiâíÿííÿ 𝑢 = 𝑣 cot[(𝑡/𝛼)𝑣]) äëÿ iíòåãðàëó
(Ã.9).

Äàëi, çãiäíî ç ìåòîäîì íàéøâèäøîãî ñïóñêó, êîíòóð ̃︀𝒞 ìè àïðîêñèìó¹ìî

äîòè÷íîþ â ñiäëîâi òî÷öi, îñêiëüêè ¨¨ âêëàä ¹ äîìiíóþ÷èì. Òîáòî iíòåãðóâàííÿ

ìîæíà ïðîâîäèòè íå âçäîâæ êðèâî¨ 𝑢 = 𝑣 cot[(𝑡/𝛼)𝑣] , à âçäîâæ ¨¨ äîòè÷íî¨

𝑧 = 𝑧0 + 𝑖𝑣 , äå 𝑣 ∈ (−∞,∞) . Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ çàñòîñóâàííÿ äî iíòåãðàëó

(Ã.13) ìåòîäó Ëàïëàñà. À ñàìå, ôóíêöiþ 𝐹 (𝑧) ìè çàìiíþ¹ìî ¨¨ ðîçêëàäîì â

ðÿä Òåéëîðà â îêîëi òî÷êè 𝑧0 : 𝐹 (𝑧) ≈ 𝐹 (𝑧0) + 𝐹 ′′(𝑧0)(𝑧 − 𝑧0)
2/2 , à ôóíêöiþ

ℎ(𝑧) = 1/𝑧𝑘+𝛽𝑚 ¨¨ çíà÷åííÿì â öié òî÷öi. Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî 𝐹 (𝑧0) = 𝛼[1 +

ln(𝑡/𝛼)] , 𝐹 ′′(𝑧0) = 𝑡2/𝛼 òà iíòåãðàë Ãàóññà
∫︀∞
−∞ 𝑑𝜉 𝑒

−𝜉2 =
√
𝜋 iç ôîðìóëè (Ã.13)

îäåðæó¹ìî

𝐽 (𝑚)
𝑛 ∼ 𝑖

√
2𝜋

𝑡𝑘−1

𝛼𝑘−1/2

(︂
𝑡

𝛼

)︂𝛽𝑚
𝑒𝑛𝛼[1+ln(𝑡/𝛼)]

√
𝑛

(Ã.16)

ïðè 𝑛→∞ . Ïiäñòàâëÿþ÷è öþ ôîðìóëó â (Ã.11) çíàõîäèìî

ℐ𝑛 ∼
1√
2𝜋

𝑡𝑘−1

𝛼𝑘−1/2

𝑒𝑛𝛼[1+ln(𝑡/𝛼)]

𝑛𝛼𝑛+𝑘−1/2

∞∑︁
𝑚=0

[︀
−𝑛1−𝛽(𝑡/𝛼)𝛽

]︀𝑚
𝑚!

. (Ã.17)
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Ðÿä â îñòàííüîìó âèðàçi íå ùî iíøå, ÿê ðîçêëàä ó ðÿä Òåéëîðà ôóíêöi¨

𝑒−𝑛
1−𝛽(𝑡/𝛼)𝛽 , à òîìó

ℐ𝑛 ∼
1√
2𝜋

𝑡𝑘−1

𝛼𝑘−1/2

𝑒𝑛𝛼[1+ln(𝑡/𝛼)]𝑒−𝑛
1−𝛽(𝑡/𝛼)𝛽

𝑛𝛼𝑛+𝑘−1/2
. (Ã.18)

Òàêèì ÷èíîì, ïîâåðòàþ÷èñü äî ôîðìóë (Ã.7) i (Ã.8), ïðè 𝑛→∞ îòðèìó¹ìî

ℐ<𝑛 ∼
1√
2𝜋𝛼

𝑒𝑛𝛼[1+ln(𝑡/𝛼)]𝑒−𝑛
1−𝛽(𝑡/𝛼)𝛽

𝑛𝛼𝑛+1/2
, (Ã.19)

äëÿ 𝛼 < 𝛽 òà

ℐ>𝑛 ∼
1√
2𝜋𝛽

(︂
𝑡

𝛽

)︂𝛼−𝛽
𝑒𝑛𝛽[1+ln(𝑡/𝛽)]𝑒−𝑛

1−𝛼(𝑡/𝛽)𝛼

𝑛𝛽𝑛+1/2
(Ã.20)

äëÿ 𝛼 > 𝛽 . Îòæå, äëÿ ðåëàêñàöi¨ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà ðÿäè (5.31) òà (5.34) áóäóòü

òàêîæ äóæå øâèäêî çáiæíèìè (øâèäøèìè, íiæ åêñïîíåíöiàëüíà çáiæíiñòü), àëå

ïîâiëüíèøèìè çà ðÿä äëÿ ðåëàêñàöi¨ Ëåâi (5.41).
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ДОДАТОК Д

Виведення рiвняння Монтролла-Вейсса для рiзницi часу перебу-

вання дихотомiчного процесу в рiвноважних станах

Îñêiëüêè Δ𝑡 ∈ [−𝑡, 𝑡] , îòðèìó¹ìî 𝑃 (Δ, 𝑡) = 0 ïðè |Δ| > 𝑡 , i òîäi óìîâà

íîðìóâàííÿ äëÿ 𝑃 (Δ, 𝑡) ïðèéìà¹ âèãëÿä
∫︀ 𝑡

−𝑡 𝑑Δ𝑃 (Δ, 𝑡) = 1 . Íåõàé ïðîöåñ 𝑓(𝑡)

ìà¹ ðiâíî 𝑛 (𝑛 = 0,∞ ) ñòðèáêiâ íà iíòåðâàëi (0, 𝑡] . Ââåäåìî ãóñòèíó éìîâið-

íîñòi 𝑛 ñòðèáêiâ ïðîöåñó 𝑓(𝑡)

𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡) = ⟨𝛿
(︀
Δ𝑡 −Δ

)︀
⟩𝑛, (Ä.1)

äå ⟨·⟩𝑛 � óñåðåäíåííÿ ïî òðà¹êòîðiÿì ç 𝑛 ñòðèáêàìè ïðîöåñó. Òîäi ìè ìîæåìî

ïðåäñòàâèòè 𝑃 (Δ, 𝑡) ó ôîðìi

𝑃 (Δ, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡). (Ä.2)

Îêðiì öüîãî, ó âiäïîâiäíîñòi ç îçíà÷åííÿì (Ä.1), éìîâiðíiñòü, ùî çàäàíà òðà¹-

êòîðiÿ 𝑓(𝑡) ìà¹ òî÷íî 𝑛 ñòðèáêiâ â iíòåðâàëi (0, 𝑡] äà¹òüñÿ âèðàçîì

𝑊 (𝑛)(𝑡) =

∫︁ 𝑡

−𝑡
𝑑Δ𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡), (Ä.3)

i óìîâà íîðìóâàííÿ äëÿ ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) çàïèñó¹òüñÿ ÿê∑︀∞
𝑛=0𝑊

(𝑛)(𝑡) = 1 .

Íàøèì íàñòóïíèì êðîêîì áóäå âèðàæåííÿ ãóñòèí 𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡) ÷åðåç éìî-

âiðíîñòi 𝑊 (𝑛)(𝑡) (4.12), à òîìó â òåðìiíàõ ãóñòèí ÷àñiâ î÷iêóâàííÿ 𝑝±(𝜏) . Äëÿ

öüîãî ìè ñïî÷àòêó ïðåäñòàâèìî ðiçíèöþ ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ â âåðõíüîìó i íè-

æíüîìó ïîëîæåííÿõ äëÿ òðà¹êòîðié ç 𝑛 ñòðèáêàìè â iíòåðâàëi (0, 𝑡] ÿê Δ
(𝑛)
𝑡 .

Î÷åâèäíî, ùî Δ
(0)
𝑡 = 𝑡 , i ïðè 𝑛 ≥ 1 ñïðàâåäëèâîþ ¹ ðiâíiñòü

Δ
(𝑛)
𝑡 =

𝑛∑︁
𝑗=1

(−1)𝑗−1𝜏𝑗 + (−1)𝑛̃︀𝜏𝑛+1. (Ä.4)
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Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ãóñòèíè 𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡) ïîâ'ÿçàíi ç éìîâiðíîñòÿìè 𝑊 (𝑛)(𝑡) íà-

ñòóïíèì ÷èíîì

𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡) = 𝑊 (𝑛)(𝑡)𝛿
(︀
Δ

(𝑛)
𝑡 −Δ

)︀
(Ä.5)

(𝑛 = 0,∞) . Âiäòàê, ìîæåìî çàïèñàòè ãóñòèíó éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) ó âèãëÿäi

𝑃 (Δ, 𝑡) = 𝑊 (0)(𝑡)𝛿(𝑡−Δ) + ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡). (Ä.6)

Â öüîìó ðiâíÿííi ïåðøèé ÷ëåí â ïðàâié ÷àñòèíi ¹ ñèíãóëÿðíèì òà âiäïîâiäà¹

ïîäi¨, êîëè çà ÷àñ 𝑡 æîäíîãî ñòðèáêà íå âiäáóëîñÿ. À äðóãèé ÷ëåí � ðåãóëÿðíèé

i õàðàêòåðèçó¹, âiäïîâiäíî, ïîäi¨ ç 𝑛 ≥ 1 ñòðèáêàìè òà äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) =
∞∑︁
𝑛=1

𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡), (Ä.7)

äå çãiäíî ç ôîðìóëàìè (Ä.5), (4.12) i (4.7)

𝑃 (𝑛)(Δ, 𝑡) =

∫︁
Ω𝑛(𝑡)

(︂ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝
(−)𝑗+1

(𝜏𝑗)

)︂∫︁ ∞
̃︀𝜏𝑛+1

𝑑𝜏𝑛+1𝑝
(−)𝑛+2

(𝜏𝑛+1)𝛿
(︀
Δ

(𝑛)
𝑡 −Δ

)︀
. (Ä.8)

Ïðè öüîìó îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ äà¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (4.10), à çìiííà ̃︀𝜏𝑛+1

� ôîðìóëîþ (4.8).

ßê ìîæíà ïîáà÷èòè ç ðiâíÿíü (Ä.6) i (Ä.8), âèðàç 𝑃 (Δ, 𝑡) çàëåæèòü âiä

ãóñòèí éìîâiðíîñòi 𝑝+(𝜏) i 𝑝−(𝜏) äîâîëi ñêëàäíèì ÷èíîì. À òîìó äîöiëüíî

çíàéòè çâ'ÿçîê ìiæ 𝑃 (Δ, 𝑡) òà 𝑝±(𝜏) ó ïðîñòîði Ôóð'¹-Ëàïëàñà. Ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà, ÿê ìè îáãîâîðþâàëè ðàíiøå, äà¹òüñÿ âèðàçîì (4.13), à ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹ ôóíêöi¨ 𝜙(Δ) , íàãàäà¹ìî, ìà¹ âèãëÿä

ℱ{𝜙(Δ)} = 𝜙𝑘 =

∫︁ ∞
−∞

𝑑Δ𝑒𝑖𝑘∆𝜙(Δ), (Ä.9)

äå −∞ < 𝑘 < ∞ . Çâiäñè çíàõîäèìî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà ôóíêöi¨
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𝑃 (Δ, 𝑡) , à ñàìå 𝑃𝑘𝑠 = ℒℱ{𝑃 (Δ, 𝑡)} . Iç âèðàçó (Ä.6) îòðèìó¹ìî

𝑃𝑘𝑠 =
1− 𝑝+

𝑠−𝑖𝑘
𝑠− 𝑖𝑘

+ ̃︀𝑃𝑘𝑠, (Ä.10)

äå ̃︀𝑃𝑘𝑠 =
∑︀∞

𝑛=1 𝑃
𝑘𝑠
𝑛 , i çãiäíî ç ðiâíÿííÿì (Ä.8) ìà¹ìî

𝑃
(𝑛)
𝑘𝑠 =

∫︁ ∞
0

𝑑𝑡𝑒−𝑠𝑡
[︂ ∫︁

Ω𝑛(𝑡)

(︂ 𝑛∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗)

)︂
𝑒𝑖𝑘∆

(𝑛)
𝑡

−
∫︁

Ω𝑛+1(𝑡)

(︂ 𝑛+1∏︁
𝑗=1

𝑑𝜏𝑗𝑝𝑗(𝜏𝑗)

)︂
𝑒𝑖𝑘∆

(𝑛)
𝑡

]︂
. (Ä.11)

Äëÿ ïiäðàõóíêó ôóíêöié 𝑃
(𝑛)
𝑘𝑠 ìè âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó Δ

(𝑛)
𝑡 = (−1)𝑛𝑡−∑︀𝑛

𝑗=1[(−1)𝑛 + (−1)𝑗]𝜏𝑗 , ÿêà ñëiäó¹ iç ðiâíÿííÿ (4.8), i ïðåäñòàâèìî âíóòðiøíi

iíòåãðàëè çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè (4.11). Ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ (ç âèêîðèñòàííÿì

âëàñòèâîñòi çãîðòêè ôóíêöié) ðiâíÿííÿ (Ä.11) äà¹

𝑃
(2𝑚−1)
𝑘𝑠 = (𝑝+

𝑠−𝑖𝑘)
𝑚(𝑝−𝑠+𝑖𝑘)

𝑚−1 1− 𝑝−𝑠+𝑖𝑘

𝑠+ 𝑖𝑘
,

𝑃
(2𝑚)
𝑘𝑠 = (𝑝+

𝑠−𝑖𝑘𝑝
−
𝑠+𝑖𝑘)

𝑚 1− 𝑝+
𝑠−𝑖𝑘

𝑠− 𝑖𝑘

(Ä.12)

(𝑚 = 1,∞) . Äàëi iç ðiâíÿíü (Ä.12) òà ôîðìóëè äëÿ íåñêií÷åííî¨ ãåîìåòðè÷íî¨

ïðîãðåñi¨ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹-Ëàïëàñà äëÿ ̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) çàïèñó¹òüñÿ ó ôîðìi

̃︀𝑃𝑘𝑠 =
𝑝+
𝑠−𝑖𝑘

1− 𝑝+
𝑠−𝑖𝑘𝑝

−
𝑠+𝑖𝑘

(︂
1− 𝑝−𝑠+𝑖𝑘

𝑠+ 𝑖𝑘
+

1− 𝑝+
𝑠−𝑖𝑘

𝑠− 𝑖𝑘
𝑝−𝑠+𝑖𝑘

)︂
. (Ä.13)
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ДОДАТОК Е

Знаходження густин ймовiрностi для узагальненого телеграфно-

го процесу

Симетричний випадок

ßêùî 𝜆+ = 𝜆− = 𝜆 , òî 𝑎 = 𝜆 , 𝑏 = 0 , 𝜂(𝑘) =
√
𝜆2 − 𝑘2 i ðiâíÿííÿ (5.53)

çâîäèòüñÿ äî âèãëÿäó

𝐹𝑘(𝑡) =
sinh(

√
𝜆2 − 𝑘2 𝑡)√
𝜆2 − 𝑘2

. (Å.1)

Îñêiëüêè sinh(𝑖𝑥) = 𝑖 sin𝑥 , òî 𝐹𝑘(𝑡) = (𝑘2− 𝜆2)−1/2 sin(
√
𝑘2 − 𝜆2 𝑡) ïðè |𝑘| > 𝜆

i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ äëÿ 𝐹𝑘(𝑡) äà¹òüñÿ ôîðìóëîþ [381]

𝐹 (Δ, 𝑡) =
1

2
𝐼0(𝜆

√︀
𝑡2 −Δ2) (Å.2)

äëÿ |Δ| < 𝑡 òà 𝐹 (Δ, 𝑡) = 0 äëÿ |Δ| > 𝑡 . Òî÷êó |Δ| = 𝑡 ìè âèêëþ÷èëè,

îñêiëüêè âîíà âiäïîâiäà¹ ñèíãóëÿðíié ñêëàäîâié ãóñòèíè éìîâiðíîñòi. Ó ôîð-

ìóëi (Å.2) 𝐼0(𝑥) � ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó òà íóëüîâîãî

ïîðÿäêó [377]. Äàëi ïiäñòàíîâêà ðiâíÿííÿ (Å.2) â (5.54) òà âèêîðèñòàííÿ ñïiââiä-

íîøåííÿ 𝑑𝐼0(𝑥)/𝑑𝑥 = 𝐼1(𝑥) , äå 𝐼1(𝑥) � ìîäèôiêîâàíà ôóíêöiÿ Áåññåëÿ ïåðøîãî

ðîäó òà ïåðøîãî ïîðÿäêó, ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî âèðàçó äëÿ ðåãóëÿðíî¨ ÷à-

ñòèíè ãóñòèíè 𝑃 (Δ, 𝑡) ïðè |Δ| < 𝑡

̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) =
𝜆

2
𝑒−𝜆𝑡

[︂
𝐼0(𝜆

√︀
𝑡2 −Δ2) +

√︂
𝑡+ Δ

𝑡−Δ
𝐼1(𝜆

√︀
𝑡2 −Δ2)

]︂
. (Å.3)

Âèêîðèñòà¹ìî òåïåð äëÿ çðó÷íîñòi âèïàäêîâó âåëè÷èíó 𝑦𝑡 (âèçíà÷åííÿ

5.44), òîáòî íîðìîâàíó íà çàãàëüíèé ÷àñ 𝑡 ðiçíèöþ ÷àñiâ ïåðåáóâàííÿ ïðîöåñó

𝑓(𝑡) â ðiâíîâàæíèõ ïîëîæåííÿõ. Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ãóñòèíà éìîâiðíî-

ñòi öi¹¨ âåëè÷èíè 𝒫𝑡(𝑦) = ⟨𝛿(𝑦𝑡 − 𝑦)⟩ âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ãóñòèíó éìîâiðíîñòi
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𝑃 (Δ, 𝑡) ÿê 𝒫𝑡(𝑦) = 𝑡𝑃 (𝑦𝑡, 𝑡) , iç ðiâíÿíü (Ä.6) i (Å.3) îäåðæó¹ìî

𝒫𝑡(𝑦) = 𝑒−𝜆𝑡𝛿(𝑦 − 1) +
𝜆𝑡

2
𝑒−𝜆𝑡

[︂
𝐼0(𝜆

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

+

√︂
1 + 𝑦

1− 𝑦
𝐼1(𝜆

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

]︂
. (Å.4)

Несиметричний випадок

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äîïîìiæíî¨ ôóíêöi¨ 𝐹 (Δ, 𝑡) = ℱ−1{𝐹𝑘(𝑡)} ó çàãàëü-

íîìó âèïàäêó äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ 𝜆+ i 𝜆− ìè ñïî÷àòêó çàäàìî iíòåãðàë

𝐼 = (2𝜋)−1
∫︀
𝐶 𝑑𝑧𝑒

−𝑖𝑧∆𝐹𝑧(𝑡) , äå 𝑧 = 𝑘 + 𝑖𝑘′ � öå êîìïëåêñíà çìiííà ç äiéñíè-

ìè 𝑘 òà 𝑘′ , à 𝐶 � çàìêíóòèé êîíòóð â êîìïëåêñíié ïëîùèíi 𝑧 . Íåõàé êîíòóð

𝐶 ÿâëÿ¹ ñîáîþ äâi ïàðàëåëüíi ïðÿìi ç 𝑘′ = 0 òà 𝑘′ = −𝑏 , i äâà âåðòèêàëüíi

ñåãìåíòè ç 𝑘 = −∞ òà 𝑘 =∞ . Äî òîãî æ ìè çâåðíåìî óâàãó, ùî òî÷êè ðîçãà-

ëóäæåííÿ 𝑧 = ±𝜈 − 𝑖𝑏 (𝜈 =
√
𝜆+𝜆− ) ôóíêöi¨ 𝜂(𝑧) ìè îáõîäèìî i âèêëþ÷à¹ìî

çà ìåæi êîíòóðó. Âèõîäÿ÷è iç öèõ ïåðåäóìîâ, ôóíêöiÿ 𝑒−𝑖𝑧∆𝐹𝑧(𝑡) ¹ àíàëiòè÷íîþ

â îáëàñòi 𝐶 , à òîìó çãiäíî ç iíòåãðàëüíîþ òåîðåìîþ Êîøi ìà¹ìî 𝐼 = 0 .

Òàê ÿê iíòåãðàëè âçäîâæ âåðòèêàëüíèõ ñåãìåíòiâ 𝐶 äîðiâíþþòü íóëþ, à

ôóíêöiÿ 𝐹 (Δ, 𝑡) çàäà¹òüñÿ ÿê ÷àñòèíà iíòåãðàëó 𝐼 âçäîâæ ïðÿìî¨ ç 𝑘′ = 0 , òî

óìîâà 𝐼 = 0 ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äîïîìiæíî¨ ôóíêöi¨

𝐹 (Δ, 𝑡) =
1

2𝜋

∫︁ ∞
−∞

𝑑𝑘𝑒−𝑖(𝑘−𝑖𝑏)∆𝐹𝑘−𝑖𝑏(𝑡). (Å.5)

Òåïåð, ïåðåïèñóþ÷è îñòàííié ðåçóëüòàò â ôîðìi 𝐹 (Δ, 𝑡) = 𝑒−𝑏∆ℱ−1{𝐹𝑘−𝑖𝑏(𝑡)}

òà âèêîðèñòîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ

𝐹𝑘−𝑖𝑏(𝑡) =
sinh(

√
𝜈2 − 𝑘2 𝑡)√
𝜈2 − 𝑘2

, (Å.6)

ÿêå ñëiäó¹ iç ðiâíÿííÿ (5.53), çà àíàëîãi¹þ ç ôîðìóëàìè (Å.1) òà (Å.2) çíàõîäèìî

𝐹 (Δ, 𝑡) =
1

2
𝑒−𝑏∆𝐼0(𝜈

√︀
𝑡2 −Δ2) (Å.7)
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äëÿ |Δ| < 𝑡 , à òàêîæ 𝐹 (Δ, 𝑡) = 0 äëÿ |Δ| > 𝑡 .

Íàðåøòi, ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ 𝐹 (Δ, 𝑡) iç âèðàçó (Å.7) â (5.54), ìè ìî-

æåìî îá÷èñëèòè ðåãóëÿðíó ñêëàäîâó ãóñòèíè éìîâiðíîñòi 𝑃 (Δ, 𝑡) ó âèïàäêó

íåñèìåòðè÷íîãî òåëåãðàôíîãî ïðîöåñó

̃︀𝑃 (Δ, 𝑡) =
𝜆+

2
𝑒−𝑎𝑡−𝑏∆

[︂
𝐼0(𝜈

√︀
𝑡2 −Δ2)

+

√︃
𝜆−
𝜆+

√︂
𝑡+ Δ

𝑡−Δ
𝐼1(𝜈

√︀
𝑡2 −Δ2)

]︂
. (Å.8)

Çíà÷èòü âiäïîâiäíà ãóñòèíà éìîâiðíîñòi ìàñøòàáîâàíî¨ âèïàäêîâî¨ âåëè÷èíè 𝑦𝑡

çàïèñó¹òüñÿ ÿê

𝒫𝑡(𝑦) = 𝑒−𝜆+𝑡𝛿(𝑦 − 1) +
𝜆+𝑡

2
𝑒−𝑎𝑡−𝑏𝑦𝑡

[︂
𝐼0(𝜈

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

+

√︃
𝜆−
𝜆+

√︂
1 + 𝑦

1− 𝑦
𝐼1(𝜈

√︀
1− 𝑦2 𝑡)

]︂
. (Å.9)
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